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Î ïðîèñõîæäåíèè âèíà
è ìåòîäàõ åãî èçãîòîâëåíèÿ

×òî íîâîãî ìîæíî ðàññêàçàòü î âèíå ïîñëå òîãî, ÷òó
óæå áûëî ñêàçàíî çà òûñÿ÷è ëåò ïîýòàìè, ïèñàòåëÿìè,
æóðíàëèñòàìè è ýíîëîãàìè (ñïåöèàëèñòàìè ïî âèíîäå-
ëèþ)? Â ýïèãðàôàõ ê ñòàòüå ïðèâåäåíû ñòðîêè, íàïè-
ñàííûå ñ èíòåðâàëîì â äâå ñ ïîëîâèíîé òûñÿ÷è ëåò:
ïåðâûå ïðèíàäëåæàò îäíîìó èç äðåâíåéøèõ ïîýòîâ
íàøåé öèâèëèçàöèè, âòîðûå – îäíîìó èç ïîïóëÿðíåé-
øèõ ïèñàòåëåé ñîâðåìåííîé çàïàäíîé ëèòåðàòóðû. Êàê
ëåãêî âèäåòü, îáà âîñõâàëÿþùèõ âèíî êîììåíòàðèÿ
ÿâëÿþòñÿ ñâîåãî ðîäà ìàíèôåñòàìè ëþáâè ê çåìëå,
òî÷íåå – ê îäíîìó èç åå íàèáîëåå çíà÷èìûõ ïëîäîâ,
êîòîðûé òðóä è òàëàíò ÷åëîâåêà ïðåâðàùàþò â âîëøåá-
íûé íàïèòîê, èñïîêîí âåêó èãðàþùèé îñîáóþ ðîëü â
åãî æèçíè.

Ïðîèñõîæäåíèå âèíà òåðÿåòñÿ â äîèñòîðè÷åñêèõ ïå-
ùåðàõ, ãäå àðõåîëîãè è ñåãîäíÿ íàõîäÿò ñëåäû åãî
ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ. Ñîãëàñíî Âåòõîìó çàâå-
òó, ïåðâûì âèíîãðàäàðåì ìîæíî ñ÷èòàòü Íîÿ, êîòîðûé
íå çàáûë ïîãðóçèòü íà ñâîé êîâ÷åã è âèíîãðàäíóþ ëîçó.
À åùå çà òûñÿ÷åëåòèÿ äî ðîæäåíèÿ Èèñóñà Õðèñòà
÷åëîâåêó áûëè èçâåñòíû ïëîäû âèíîãðàäíîé ëîçû,
÷üåé ðîäèíîé, âåðîÿòíî, ÿâëÿåòñÿ Èíäèÿ. Ïî îäíîé èç
ëåãåíä, äîñòîâåðíîñòü êîòîðîé òðóäíî ïðîâåðèòü, îò-
êðûòèå âèíà ïðîèçîøëî ïðè äâîðå îäíîãî èç ïðàâèòå-
ëåé Ïåðñèè. Ïðèäâîðíàÿ äàìà, âïàâ â äåïðåññèþ,
ðåøèëà îòðàâèòüñÿ è íå íàøëà ëó÷øåãî ñïîñîáà, ÷åì
âûïèòü íàêîïèâøóþñÿ íà äíå âàçû ñ âèíîãðàäîì ñòðàí-
íóþ æèäêîñòü. Ðåçóëüòàò îêàçàëñÿ íåîæèäàííûì: åå
äåïðåññèþ êàê ðóêîé ñíÿëî, à ìðà÷íûå ìûñëè ñìåíè-
ëèñü áóéíûì âåñåëüåì. Ýòîò îïûò óêàçàë íà âåñåëè-
òåëüíîå ñâîéñòâî íàïèòêà, è îïðîáîâàâøèé åãî íà ñåáå
ïðàâèòåëü ââåë âèíî â ðåãóëÿðíîå óïîòðåáëåíèå. Ñ
ýòîãî ìîìåíòà íà÷àëîñü âîñõîæäåíèå âèíà âïëîòü äî
ðîëè ñâÿùåííîãî íàïèòêà. Êàê èçâåñòíî, âèíî ÿâëÿåòñÿ
îáÿçàòåëüíûì àòðèáóòîì òàèíñòâà ïðè÷àñòèÿ â õðèñòè-

àíñòâå, à öåðåìîíèàëüíîå áëàãîñëîâåíèå â åâðåéñêîì
îáðÿäå Kiddush ñîâåðøàåòñÿ íà âèíå è íà õëåáå.
Ñîãëàñíî àðàáñêèì ëåãåíäàì, åùå Àäàì çíàë âèíîãðàä-
íóþ ëîçó, è èìåííî âèíîãðàä, à íå ÿáëîêî, ñòàë
«çàïðåòíûì ïëîäîì».

Èñòîðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî äîñòîâåð-
íûì, ÷òî ïåðâûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ âèíà áðîæåíèåì
âèíîãðàäíîãî ñîêà áûëè ðàçðàáîòàíû â Ìåñîïîòàìèè è
Åãèïòå. Ïåðåñåëåíèå îêîëî 2500 ãîäà äî íàøåé ýðû
àðèéöåâ èç Èíäèè íà çàïàä ïðèâåëî ê ðàñïðîñòðàíåíèþ
ýòîé ïðàêòèêè ïî äðåâíåìó ìèðó. Òàê, ñ óâåðåííîñòüþ
ìîæíî ãîâîðèòü î ïðîèçâîäñòâå óæå îêîëî 2000 ãîäà äî
íàøåé ýðû âèíà íà Ñèöèëèè (âîçìîæíî, áëàãîäàðÿ åå
êîëîíèçàöèè ãðåêàìè èëè åãèïòÿíàìè), íåñêîëüêî ïîç-
æå åãî ñòàëè ïðîèçâîäèòü ñàáèíÿíå (âñïîìíèòå êàðòè-
íó «Ïîõèùåíèå ñàáèíÿíîê») è ýòðóñêè (òðè òûñÿ÷è ëåò
íàçàä çàñåëÿâøèå ñîâðåìåííóþ Òîñêàíó). Èçâåñòíî,
÷òî äðåâíèå ïðèçíàâàëè áëàãîòâîðíûå ñâîéñòâà âèíà
êàê ëåêàðñòâà, à òàêæå èñïîëüçîâàëè åãî êàê àíòèñåï-
òèê – äëÿ äåçèíôåêöèè ðàí. Â íåêîòîðûõ åãèïåòñêèõ
ïàïèðóñàõ íàéäåíû îñíîâàííûå íà âèíå ìåäèöèíñêèå
ðåöåïòû – òàê, Ãèïïîêðàò ïðåäïèñûâàë âèíî êàê ïðî-
òèâîâîñïàëèòåëüíîå ñðåäñòâî. Îáðàùàÿñü ê äðåâíå-
ðèìñêèì ïîýòàì, âñïîìíèì, ÷òî Ãîðàöèé è Âåðãèëèé
âîçíîñÿò õâàëó âèíó âî ìíîãèõ ñâîèõ ïðîèçâåäåíèÿõ.
À â 42 ãîäó äî íàøåé ýðû ïîÿâëÿåòñÿ ïåðâîå ïðåêðàñíîå
ðóêîâîäñòâî ïî âèíîäåëèþ.

Â ïåðâîì ñòîëåòèè íîâîé ýðû âèíîäåëèå â Ðèìñêîé
èìïåðèè ïîëó÷àåò øèðî÷àéøåå ðàñïðîñòðàíåíèå. Äîñ-
òàòî÷íî íàïîìíèòü, ÷òî, áîðÿñü ñ ïåðåïðîèçâîäñòâîì
âèíà, èìïåðàòîð Äîìèöèàí çàïðåòèë óâåëè÷åíèå ïëî-
ùàäåé âèíîãðàäíèêîâ íà òåððèòîðèè Èìïåðèè è ñîêðà-
òèë íàïîëîâèíó âèíîãðàäíèêè â ïðîâèíöèÿõ. Ê 200
ãîäó íà÷èíàåòñÿ êðèçèñ ñåëüñêîãî õîçÿéñòâà, êîòîðûé
óñóãóáëÿåòñÿ âàðâàðñêèìè âòîðæåíèÿìè, ÷òî ïðèâîäèò
ê óïàäêó âèíîäåëèÿ è çàâåðøàåòñÿ ïîëíûì åãî óíè÷òî-
æåíèåì ñ ïîÿâëåíèåì íà èñòîðè÷åñêîé àðåíå ìóñóëü-

Ðàçãîâîðû ôèçèêîâ
çà áîêàëîì âèíà

À.ÐÈÃÀÌÎÍÒÈ, À.ÂÀÐËÀÌÎÂ, À.ÁÓÇÄÈÍ

Î, âîçëþáëåííûé îòðîê,
Âîçíåñè äðàãîöåííûé êóáîê,
Âåäü ñûí Çåâñà è Ñåìåëëû
Äàë ëþäÿì âèíî,
×òîáû îíè çàáûëè î ñâîèõ ãîðåñòÿõ.

Àëêåé

Âèíî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ïðèçíàêîâ öèâèëèçàöèè â ìèðå.

Ý.Õåìèíãóýé. Ñìåðòü ïîñëå ïîëóäíÿ
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ìàí (äëÿ êîòîðûõ ïîòðåáëåíèå àëêîãîëÿ çàïðåùåíî
Êîðàíîì). Â ñðåäíåâåêîâüå âèíîäåëèåì çàíèìàþòñÿ
ñïîðàäè÷åñêè â òåõ èëè èíûõ çàìêàõ èëè ìîíàñòûðÿõ.
È òîëüêî ñ ïðèõîäîì Ðåíåññàíñà (ò.å. íà÷èíàÿ ñ XVI
ñòîëåòèÿ) Åâðîïà âíîâü îáðàùàåòñÿ ê ìàññîâîìó ïðî-
èçâîäñòâó âèíà. Ïðîãðåññ â âèíîäåëèè, íàðÿäó ñ ðàñ-
öâåòîì èñêóññòâ è êóëüòóðû (â ñîîòâåòñòâèè ñ «îïðåäå-
ëåíèåì» Õåìèíãóýéÿ), ãîâîðèò î ðàçâèòèå öèâèëèçà-
öèè è îñâîáîæäåíèè îò âàðâàðñòâà.

Èíòåðåñíî, ÷òî çàñëóãà èçîáðåòåíèÿ áî÷åê äëÿ õðàíå-
íèÿ è ïåðåâîçêè âèíà ïðèíàäëåæèò ãàëëàì. Â àíòè÷íîé
Ãðåöèè è Ðèìå âèíî ñîäåðæàëè â àìôîðàõ. Ëþáîïûò-
íî, ÷òî õîðîøåå âèíî è òîãäà áûëî íåäåøåâî – ðàáà â
ïîëíîì ðàñöâåòå ñèë âïîëíå ìîãëè îáìåíÿòü âñåãî
ëèøü íà îäíó àìôîðó âèíà. Çàìåíà àìôîð íà áî÷êè
âñêîðå ïîçâîëèëà òàêæå ïîíÿòü, ÷òî äåðåâî, èç êîòîðî-
ãî áûëè ñäåëàíû áî÷êè, ñïîñîáíî óëó÷øèòü âèíî,
ïðèäàâàÿ åìó íîâûé àðîìàò è âêóñ. Òåïåðü ïðîöåäóðà
ñîçðåâàíèÿ âèíà â áî÷êàõ â òå÷åíèå ïðèìåðíî ïîëóòî-
ðà-äâóõ ëåò ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìûì ýòàïîì â ïðîèç-
âîäñòâå âûñîêîêà÷åñòâåííîãî íàïèòêà.

Ñîâðåìåííàÿ ýíîëîãèÿ – íàóêà î âèíîäåëèè – âîçíèê-
ëà ê íà÷àëó ÕÕ ñòîëåòèÿ, ïðè÷åì â ñâÿçè ñ òðàãè÷åñêèìè
äëÿ âèíîäåëèÿ ñîáûòèÿìè: ìàññîâûå ïåðåìåùåíèÿ íà-
ðîäîâ ïðèâåëè ê ïîÿâëåíèþ â ìåñòàõ òðàäèöèîííîãî
âèíîäåëèÿ íåïðèâû÷íûõ ïàðàçèòîâ è ãèáåëè ïîä èõ
âîçäåéñòâèåì âèíîãðàäíûõ ëîç. Ñ íåêîòîðûìè èç ýòèõ
ïàðàçèòîâ – òàêèìè, êàê ìó÷íèñòàÿ ðîñà èëè ïåðîíîñ-
ïîðà, – óäàëîñü ñïðàâèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåïàðàòîâ,
ñîçäàííûõ íà îñíîâå ñåðû è ìåäè, îäíàêî ïå÷àëüíî
çíàìåíèòàÿ ôèëëîêñåðà îêàçàëàñü íåâîñïðèèì÷èâîé ê
ïåñòèöèäàì. Äëÿ ïîáåäû íàä íåé ýíîëîãàì ïðèøëîñü
âïåðâûå èñïîëüçîâàòü ãåíåòè÷åñêèå ìåòîäû. Äåëî â òîì,
÷òî ïåðåâåçåííàÿ â äàâíèå âðåìåíà ïåðåñåëåíöàìè èç
Åâðîïû â Àìåðèêó âèíîãðàäíàÿ ëîçà, ââèäó èçìåíåíèÿ
âíåøíèõ óñëîâèé, ïîñòåïåííî ïåðåðîäèëàñü. Â ÷àñòíî-
ñòè, åå êîðíè ïîêðûëèñü ïðîáêîâûì ñëîåì, ñäåëàâøèì
òàêóþ ëîçó íåóÿçâèìîé äëÿ ôèëëîêñåðû. Ïîýòîìó äëÿ
ñïàñåíèÿ ëó÷øèõ ñîðòîâ åâðîïåéñêèõ ëîç ýíîëîãè ñòàëè
ïðèâèâàòü ê íèì ëîçû çàêàëåííûõ àìåðèêàíñêèõ ðîä-
ñòâåííèêîâ. Èõ ïîòîìêè è ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé åâðîïåé-
ñêîãî âèíîãðàäàðñòâà â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ñòàðèííûå,
÷èñòî åâðîïåéñêèå ëîçû âûæèëè ëèøü â íåñêîëüêèõ
íåáîëüøèõ îáëàñòÿõ Åâðîïû: â Õåðåñå è â Êîëàðåñå, ãäå
ïåñ÷àíàÿ ïî÷âà ïðåäîòâðàòèëà ðàçâèòèå ôèëëîêñåðû, à
òàêæå â ðåãèîíå Ìîçåëÿ, ãäå àíàëîãè÷íóþ ðîëü âûïîë-
íèëè ñëàíöåâûå ïî÷âû.

Ñåãîäíÿ áîðüáà ñ áîëåçíÿìè âèíîãðàäíîé ëîçû ÿâëÿ-
åòñÿ äàëåêî íå ïåðâîñòåïåííîé çàäà÷åé ýíîëîãèè. Â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêèå ïàðàçèòû îêàçûâàþòñÿ äàæå
ïîëåçíûìè. Íàïðèìåð, â îáëàñòè Ñîòåðíà âî Ôðàíöèè
÷àñòûå îñåííèå òóìàíû ñïîñîáñòâóþò âîçíèêíîâåíèþ
íà âèíîãðàäíûõ êèñòÿõ òàê íàçûâàåìîé áëàãîðîäíîé
ïëåñåíè. Â íàèáîëåå ïîðàæåííûõ ÿãîäàõ òàêàÿ ïëåñåíü
âáèðàåò â ñåáÿ äî 20% âëàãè, ïîâûøàÿ òåì ñàìûì
ñîäåðæàíèå â âèíîãðàäíîì ñîêå ñàõàðà è ïðèäàâàÿ
ïîëó÷àåìîìó âïîñëåäñòâèè âèíó «Ñîòåðí» íåïîâòîðè-
ìûé âêóñ, ïîçâîëÿþùèé åãî ïðåêðàñíî ñî÷åòàòü ñ
òàêèìè äåëèêàòåñàìè, êàê ñûð «Ðîêôîð» èëè ïàøòåò
«Ôóà ãðà».

Ñîãëàñíî ëåãåíäå, âèíî «Ñîòåðí» áûëî îòêðûòî â
îäèí èç ãîäîâ ñ î÷åíü ðàííåé âåñíîé è æàðêèì ëåòîì.
Âèíîãðàä ñîçðåë ðàíüøå îáû÷íîãî, íî òóò íà÷àëèñü
äîæäè, è ýòî çàñòàâèëî îòëîæèòü íà÷àëî óáîðêè âèíîã-
ðàäà. Óæå ÷åðåç íåñêîëüêî äíåé âèíîãðàä ïîêðûëñÿ
òîé ñàìîé áëàãîðîäíîé ïëåñåíüþ. Ïðåîäîëåâ âïîëíå
ïîíÿòíûå ñîìíåíèÿ, âèíîäåëû âñå æå ðåøèëèñü ïîïðî-
áîâàòü ñäåëàòü âèíî èç òàêîãî âèíîãðàäà. Ðåçóëüòàò
ïðåâçîøåë âñå îæèäàíèÿ – àðîìàòû ïîëó÷èâøåãîñÿ
âèíà îêàçàëèñü óäèâèòåëüíûìè. Òåïåðü ýòî âèíî î÷åíü
öåíèòñÿ âî âñåì ìèðå. Èíòåðåñíî, ÷òî âî ìíîãîì ñëàâà
îäíîãî èç ëó÷øèõ âèí îáëàñòè Ñîòåðí – «Øàòî Èêåì»
îáÿçàíà âåëèêîìó ðîññèéñêîìó êíÿçþ Êîíñòàíòèíó.
Îí áûë ñîãëàñåí ïëàòèòü çà áî÷êó «Øàòî Èêåì»
êîëîññàëüíóþ ïî òåì âðåìåíàì ñóììó â 20000 ôðàíêîâ.
Áåç «ðåêëàìû» êíÿçÿ Êîíñòàíòèíà ýòî âèíî ìîæåò
áûòü è íå çàíÿëî áû ïðî÷íîãî ïåðâîãî ìåñòà â ñïèñêå
ñîòåðíîâñêèõ âèí. À ýòî ïðèíîñèò íåìàëî âëàäåëüöàì
«Øàòî Èêåì» – öåíà áóòûëêè òàêîãî âèíà ñåãîäíÿ íå
ïàäàåò íèæå òûñÿ÷è åâðî.

Ïîñëå ñáîðà è îòæèìà âèíîãðàäà â âèíîãðàäíîì
ñóñëå íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ áðîæåíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî
âèíîãðàäíûå ÿãîäû îáëàäàþò ÷óäåñíûì ñâîéñòâîì:
äîñòàòî÷íî ïîâðåäèòü èõ êîæèöó è îñòàâèòü åå äàæå íà
íåêîòîðîå âðåìÿ â âèíîãðàäíîì ñîêå, êàê â íåì íà÷è-
íàåòñÿ åñòåñòâåííûé ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñàõàðà â
ñïèðò (áðîæåíèå, ôåðìåíòàöèÿ). Ýòîò ïðîöåññ ïðîèñ-
õîäèò áëàãîäàðÿ ñîäåðæàùèìñÿ â âèíîãðàäíîé êîæèöå
äðîææàì. (Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âèíîäåëû äîáàâëÿþò
â âèíîãðàäíûé ñîê äðîææè; òàêàÿ ôåðìåíòàöèÿ íàçû-
âàåòñÿ ïðèíóäèòåëüíîé.) Â ïðîöåññå áðîæåíèÿ ñàõàð
ïðåîáðàçóåòñÿ â ýòèëîâûé ñïèðò, óãëåêèñëûé ãàç, ãëè-
öåðèí, óêñóñíóþ è ìîëî÷íóþ êèñëîòû è ìíîãèå äðóãèå
âåùåñòâà. Ìû óïîìèíàåì ëèøü ñóùåñòâåííûå äëÿ
äàëüíåéøåãî ïîâåñòâîâàíèÿ ýëåìåíòû. Îïèñûâàòü ïîä-
ðîáíîñòè ñîçäàíèÿ õîðîøåãî âèíà òàê æå íåëåïî, êàê
ïûòàòüñÿ îïèñûâàòü äåòàëè ðîæäåíèÿ õóäîæíèêîì
êàðòèíû èëè äàâàòü èíñòðóêöèè ïî âûñå÷åíèþ èç
ãëûáû ìðàìîðà ñêóëüïòóðû. Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü îïè-
ñàíèåì òîãî, êàê íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ïðî-
ÿâëÿþò ñåáÿ â âèíîäåëèè èëè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñîçäà-
íèÿ âèíà.

Âèíîãðàäíàÿ êîæèöà ñîäåðæèò â ñåáå äðîææè, ïðå-
îáðàçóþùèå ñîê êàê â âèíî, òàê è â óêñóñ, ïðè÷åì
ïîñëåäíèé, åñëè åãî äåéñòâèå íå ïîäàâèòü, áåçâîçâðàò-
íî ãóáèò íàïèòîê. Îäèí ýíîëîã ñêàçàë, ÷òî ãîñïîäü Áîã
íå ïðåäïîëàãàë ïðåâðàùåíèÿ âèíîãðàäíîãî ñîêà â
âèíî: åñòåñòâåííûì åãî êîíå÷íûì ñîñòîÿíèåì äîëæåí
áûë áû ñòàòü óêñóñ. Îñòàíîâèòü ýòîò íåæåëàòåëüíûé
èñõîä è íàïðàâèòü ïðîöåññ ôåðìåíòàöèè â íóæíîå
ðóñëî ÿâëÿåòñÿ ïðåðîãàòèâîé ÷åëîâåêà.

Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ôåðìåíòàöèè, îñíîâàííûå íà
ïîíèìàíèè ïðîèñõîäÿùèõ ïðè åå òå÷åíèè õèìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ è íà âûñîêèõ òåõíîëîãèÿõ, äàþò íåñðàâíåí-
íî ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ÷åì êóñòàðíî èçãîòîâëåííîå
äîìàøíåå âèíî. Òàê, íàïðèìåð, ñåãîäíÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
âûñîêîêà÷åñòâåííûõ âèí ýíîëîãè ïåðåõîäÿò ê ... íèç-
êîóðîæàéíûì ñîðòàì âèíîãðàäà – äëÿ òîãî ÷òîáû
êîëè÷åñòâî ìèíåðàëüíûõ âåùåñòâ ñ êâàäðàòíîãî ìåòðà
çåìëè ðàñïðåäåëÿëîñü íà ìåíüøóþ ìàññó ÿãîä. Ðàíåå



îòäàâàëîñü ïðåäïî÷òåíèå ñîðòàì äîñòàòî÷íî âûñîêèõ
ëîç – ÷òîáû áûëî óäîáíåå ñîáèðàòü âèíîãðàä, â íàñòî-
ÿùåå æå âðåìÿ äëÿ ñîçäàíèÿ âûñîêîêà÷åñòâåííûõ âèí
èñïîëüçóþò íèçêèå ëîçû – ïðè ýòîì ÿãîäû ïîëó÷àþò
äîïîëíèòåëüíîå òåïëî îò ïðîãðåòîé ñîëíöåì çåìëè.
Èíîãäà ñ ëîç äàæå îáðûâàþò ãðîçäüÿ âèíîãðàäà, îñòàâ-
ëÿÿ ëèøü íåáîëüøîå èõ êîëè÷åñòâî. Ðàíüøå äåéñòâèå
íåæåëàòåëüíûõ óêñóñíûõ äðîææåé ïîäàâëÿëîñü äî-
áàâëåíèåì îïðåäåëåííûõ õèìè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ.
Ñåãîäíÿ âñå áîëüøå èñïîëüçóþòñÿ àëüòåðíàòèâíûå
ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè òîíêèõ ôèëüò-
ðîâ è ãëóáîêîãî îõëàæäåíèÿ.

Áðîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ýêçîòåðìè÷åñêèì ïðîöåññîì, ò.å.
ïðîòåêàåò ñ âûäåëåíèåì òåïëà. Â ðåçóëüòàòå ïðè êóñ-
òàðíîì, íåêîíòðîëèðóåìîì èçãîòîâëåíèè âèíà òåìïå-
ðàòóðà ñóñëà ìîæåò äîñòèãàòü 40–42 °C. Ïðè ýòîì
ëåòó÷èå áëàãîðîäíûå àðîìàòû ïëîäîâ è öâåòîâ, ïðèäà-
þùèå íåïîâòîðèìóþ îêðàñêó âèíó, òåðÿþòñÿ, è âèíî
ñòàíîâèòñÿ ìàëîâûðàçèòåëüíûì. Ðàíüøå äëÿ óìåíü-
øåíèÿ òåìïåðàòóðû ñóñëà áàêè ñ íèì íàêðûâàëè ìîê-
ðûìè òðÿïêàìè. Ïðîöåññ èñïàðåíèÿ âîäû ïîçâîëÿë
íåñêîëüêî ïîíèçèòü òåìïåðàòóðó ñóñëà, íî, êîíå÷íî,
òàêîé ìåòîä áûë ñëàáî ýôôåêòèâíûì. Â ñîâðåìåííîì
ïðîèçâîäñòâå áðîæåíèå ïðîâîäèòñÿ â ñòàëüíûõ áàêàõ ñ
äâîéíûìè ñòåíêàìè – íàïîäîáèå òåðìîñà. Ìåæäó ñòåí-
êàìè ïîñòîÿííî öèðêóëèðóåò õëàäàãåíò, ÷òî ïîçâîëÿåò
ïîääåðæèâàòü òåìïåðàòóðó ñóñëà äîñòàòî÷íî íèçêîé –
íå áîëåå 18 °C – è ñîõðàíÿòü òàêèì îáðàçîì íåïîâòî-
ðèìûé àðîìàò âèíà. Ïëàòîé çà ýòî îêàçûâàåòñÿ çíà÷è-
òåëüíîå óäëèíåíèå ïðîöåññà áðîæåíèÿ: âìåñòî 7–8
äíåé â åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ îí ïðè íèçêîé òåìïåðà-
òóðå  äëèòñÿ äî òðåõ íåäåëü.

Ñ ïîìîùüþ òîíêîé ôèëüòðàöèè è îõëàæäåíèÿ îêà-
çûâàåòñÿ âîçìîæíûì òàêæå î÷èñòèòü âèíî îò ÷àñòè
ñóëüôèòîâ, äîáàâëåííûõ ðàíåå äëÿ ïîäàâëåíèÿ êèñ-
ëîòíîñòè. Â ýòîì ïðîöåññå èñïîëüçóþòñÿ äâà ôàêòîðà.
Äåëî â òîì, ÷òî òåìïåðàòóðà çàìåðçàíèÿ âèíà ïîíèæà-
åòñÿ îòíîñèòåëüíî íóëÿ ãðàäóñîâ Öåëüñèÿ íà 0,5 ãðà-
äóñà ñ êàæäûì äîïîëíèòåëüíûì ïðîöåíòîì ñîäåðæà-
íèÿ àëêîãîëÿ, òàê ÷òî âèíî, ñîäåðæàùåå 12% ñïèðòà,
çàìåðçàåò ïðè òåìïåðàòóðå îêîëî –6 °C. Â òî æå âðåìÿ
ñóëüôèòû îáðàçóþò îðãàíè÷åñêèå êîìïëåêñû ñ ñîäåð-
æàùèìèñÿ â âèíå ïåïòèäàìè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè
êîìïëåêñû åùå äî çàìåðçàíèÿ âèíà îáðàçóþò ìåëêèå
êðèñòàëëû, êîòîðûå ìîãóò áûòü îòôèëüòðîâàíû.

Õîëîä ïðèõîäèò âèíîäåëàì íà ïîìîùü è äëÿ ïîâû-
øåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ñîäåðæàíèÿ ñàõàðà. Äëÿ ýòîãî,
ïðåæäå ÷åì äàâèòü âèíîãðàä, åãî ïîäìîðàæèâàþò.
×àñòü âîäû îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè ëüäà, à â îñòàâøåìñÿ
ñîêå ñîäåðæàíèå ñàõàðà ïîâûøàåòñÿ (òàê íàçûâàåìîå
ice-wine – Àâñòðèÿ, Ãåðìàíèÿ). Ïðîòèâîïîëîæíûì
ñïîñîáîì ïîâûøåíèÿ ñàõàðèñòîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîäâÿëè-
âàíèå âèíîãðàäà äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ëèêåðíûõ (òàê
íàçûâàåìûå passito – Èòàëèÿ), ìóñêàòíûõ (Êðûì) è
äðóãèõ âèí.

Îïèñàííûå âêðàòöå ìåòîäû îáúÿñíÿþò, ïî÷åìó ñî-
âðåìåííûé âèííûé çàâîä  âñå áîëåå ñòàíîâèòñÿ ïîõî-
æèì íà èññëåäîâàòåëüñêóþ ëàáîðàòîðèþ.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ íåñêîëüêèõ, ñ íàøåé
òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñíûõ, ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ñâÿ-

çàííûõ ñ àëêîãîëüíûìè íàïèòêàìè è èõ ïîòðåáëå-
íèåì.

Âèííûå ñëåçû. Ïîêðóæèâ âèíî â áîêàëå, ÷àñòî
ìîæíî íàáëþäàòü ëþáîïûòíîå ÿâëåíèå – òàê íàçûâàå-
ìûå «âèííûå ñëåçû». Ïîêðûâàÿ ïðè âðàùåíèè âíóò-
ðåííþþ ñòåíêó áîêàëà òîíêîé ïëåíêîé, âèíî çàòåì
ìåäëåííî ñòåêàåò âíèç â ôîðìå îòäåëüíûõ ïîòîêîâ.
Áûòóåò ìíåíèå, ÷òî íàëè÷èå òàêèõ «ñëåç» óêàçûâàåò íà

âûñîêîå êà÷åñòâî âèíà. Èõ ëþáÿò ïîêàçûâàòü è îáñóæ-
äàòü çà ñòîëîì êàê íà÷èíàþùèå ëþáèòåëè, òàê è
ìàñòèòûå çíàòîêè âèíà, ïðîèçíîñÿ ïðè ýòîì ñëîâà
«ãëèöåðèí» è «êîðïóëåíòíîñòü» (êðåïîñòü).

Ïðîàíàëèçèðóåì ôèçè÷åñêóþ ïðèðîäó ýòîãî ÿâëå-
íèÿ. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî äëÿ íàáëþäåíèÿ ÿâëåíèÿ
«âèííûõ ñëåç» â äîñòàòî÷íî êîíöåíòðèðîâàííîì âîä-
íî-ñïèðòîâîì ðàñòâîðå (áîëåå 20%) íåò íóæäû äàæå
ðàñêà÷èâàòü èëè âðàùàòü áîêàë: íåîáû÷íûé ýôôåêò
êîíâåêöèè ìàññû â òàêîì ðàñòâîðå ââåðõ ïî ñòåíêå â
ôîðìå ïëåíêè è ïðîòèâîïîòîêà âíèç â âèäå «ñëåç»
íàáëþäàåòñÿ äàæå â íåïîäâèæíîì áîêàëå. Â ãèäðîäè-
íàìèêå ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì Ìàðàíãîíè
è çàêëþ÷àåòñÿ â äâèæåíèè ãðàíèöû æèäêîãî ðàñòâîðà
ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè, áëàãîäà-
ðÿ èçìåíåíèþ ïî âûñîòå ïëåíêè êîýôôèöèåíòà ïîâåð-
õíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî ñïèðò èñïàðÿåò-
ñÿ èç ïëåíêè îõîòíåå, ÷åì âîäà. Âîäà, â ñâîþ î÷åðåäü,
èìååò êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ãîðàç-
äî áîëüøèé, ÷åì ñïèðò. Â ðåçóëüòàòå íåðàâíîìåðíîå
èñïàðåíèå ñïèðòà â ïëåíêå íåîäíîðîäíîé òîëùèíû
(âäîëü ãðàíèöû âèííîé ïîâåðõíîñòè â áîêàëå) ïðèâî-
äèò ê âîçíèêíîâåíèþ ãðàäèåíòà åãî êîíöåíòðàöèè è,
ñëåäîâàòåëüíî, ê ïîÿâëåíèþ ãðàäèåíòà êîýôôèöèåíòà
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. À ýòà íåîäíîðîäíîñòü  ïðè-
âîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñèëû, êîòîðàÿ òÿíåò ïëåíêó ââåðõ
ïî ñòåíêå áîêàëà.

Ñâîéñòâà äâèæåíèÿ ãðàíèöû òàêîé ïëåíêè ïðè ðàç-
ëè÷íûõ êîíöåíòðàöèÿõ ñïèðòà áûëè èçó÷åíû ñîâñåì
íåäàâíî, â 1992 ãîäó, ôðàíöóçñêèìè ó÷åíûìè Ôóðíüå
è Êàçàáà. Îíè îáíàðóæèëè óäèâèòåëüíóþ çàâèñè-
ìîñòü âåëè÷èíû ïåðåìåùåíèÿ ïëåíêè L îò âðåìåíè t:

( )L t Dt∼ .
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Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çà-
âèñèìîñòü â êîîðäè-
íàòàõ L è t  ïîêàçà-
íà íà ðèñóíêå 1. Ýòî
ñîîòíîøåíèå õîðîøî
èçâåñòíî â ôèçèêå:
âïåðâûå îíî áûëî òå-
îðåòè÷åñêè âûâåäåíî
Ýéíøòåéíîì è (íåçà-
âèñèìî) Ñìîëóõîâñ-
êèì â 1906 ãîäó ïðè
óñòàíîâëåíèè ñâÿçè
ìåæäó ýôôåêòèâíûì

ïåðåìåùåíèåì ÷àñòèöû â ïðîöåññå åå äèôôóçèè â ñðåäå
è âðåìåíåì ýòîé äèôôóçèè. Êîýôôèöèåíò D íàçûâàåò-
ñÿ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè è â ôîðìóëå Ýéíøòåé-
íà–Ñìîëóõîâñêîãî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêîðîñòü ÷àñòè-
öû è äëèíó åå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà.

Â ñâîèõ ýêñïåðèìåíòàõ ôðàíöóçñêèå ó÷åíûå îáíàðó-
æèëè èíòåðåñíåéøóþ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà äèô-
ôóçèè D îò ñòåïåíè ñîäåðæàíèÿ â ðàñòâîðå ñïèðòà ϕ
(ðèñ.2). Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðè êîíöåíòðàöèÿõ ñïèð-
òà ìåíüøå 20% ( 0,2ϕ < ) ñïîíòàííîãî äâèæåíèÿ æèä-
êîñòè ââåðõ ïî ñòåíêå áîêàëà íå íàáëþäàëîñü (ðàçâå

÷òî åñëè åãî ïîâåðõíîñòü áûëà ïðåäâàðèòåëüíî ñìî÷å-
íà). Ïîðàçèòåëüíî, íî, âîïðåêè èíòóèòèâíîìó îæèäà-
íèþ, íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà D áûëè
ïîëó÷åíû äëÿ îòíîñèòåëüíî ñëàáûõ ðàñòâîðîâ ñïèðòà,
õîòÿ èñïàðåíèå â íèõ è èäåò ìåäëåííåå. Èç ýêñïåðèìåí-
òàëüíîãî ãðàôèêà âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò D äîñòèãàåò
ìèíèìóìà ïðè 0,9ϕ =  è, êàê íè ñòðàííî, íå èñ÷åçàåò
ïðè äîñòèæåíèè 100%, ò.å. äàæå ÷èñòûé ñïèðò «êàðàá-
êàåòñÿ» ââåðõ ïî ñòåíêå áîêàëà. Àâòîðû èññëåäîâàíèÿ
ïðèïèñàëè ýòî ÿâëåíèå ïîãëîùåíèþ ñïèðòîì âîäÿíûõ
ïàðîâ èç àòìîñôåðû, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íå-
áîëüøîãî ãðàäèåíòà êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî
íàòÿæåíèÿ. Ñâîþ ïðàâîòó îíè òóò æå è ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàëè, ïîâòîðèâ èçìåðåíèÿ äëÿ ñïèðòà â ñóõîé àòìîñ-
ôåðå, ãäå êîýôôèöèåíò D îêàçàëñÿ ìåíüøèì ïî âåëè-
÷èíå è ìîíîòîííî óáûâàþùèì ñ ðîñòîì ϕ , îáðàùàÿñü
â íîëü ïðè 1ϕ = .

Òåïåðü, êîãäà ìû îáúÿñíèëè ïðè÷èíó óïðÿìîãî êà-
ðàáêàíüÿ äîñòàòî÷íî êðåïêîãî àëêîãîëüíîãî íàïèòêà
ââåðõ ïî ñòåíêå áîêàëà, ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ îáðà-
çîâàíèÿ «âèííûõ ñëåç». Ïåðâîé, î÷åâèäíîé, åãî ïðè÷è-

íîé ñëóæèò ñèëà òÿæåñòè, êîòîðàÿ ïðîòèâîñòîèò ñèëàì
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ è ñòðåìèòñÿ âåðíóòü óáå-
æàâøóþ æèäêîñòü âíèç. Îäíàêî çà òî, ÷òî ýòî âîçâðà-
ùåíèå ïðîèñõîäèò íå îäíîðîäíî, à â ôîðìå îòäåëüíûõ
ïîòîêîâ, îòâåòñòâåííà òàê íàçûâàåìàÿ ðåëååâñêàÿ íåóñ-
òîé÷èâîñòü. Îáúÿñíèì ñóùíîñòü ýòîãî íåïðîñòîãî ÿâ-
ëåíèÿ íà ïðèìåðå. Êîãäà ïî îçåðó ïðîõîäèò êàòåð, îí
ïîðîæäàåò âîçìóùåíèå ïîâåðõíîñòè – âîëíû. Îäíàêî
ñî âðåìåíåì ýòè âîëíû çàòóõàþò, è ïîâåðõíîñòü âîçâðà-
ùàåòñÿ â ñâîå ïåðâîíà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå. Ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî åñëè «îçåðî ïåðåâåðíóòü», ò.å. åñëè ñèëó
òÿæåñòè íàïðàâèòü íå â ãëóáèíó æèäêîñòè, à îò åå
ïîâåðõíîñòè ââåðõ (ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðè ýòîì æèä-
êîñòü â ñîñóäå óäåðæèâàåòñÿ êàêèìè-òî ñèëàìè, íàïðè-
ìåð äàâëåíèåì), òî ìàëåéøåå îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè
îò ãîðèçîíòàëüíîé íå çàòóõàåò ñî âðåìåíåì, à ðàçðàñ-
òàåòñÿ â øêâàë, ðàçðóøàÿ åå (ïîäóìàéòå, ïî÷åìó ðååò
ôëàã íà âåòðó). Èìåííî ýòà íåóñòîé÷èâîñòü è îòâåò-
ñòâåííà çà îáðàçîâàíèå «âèííûõ ñëåç»: ãðàíèöà ïëåí-
êè, êàðàáêàþùåéñÿ ââåðõ ñîãëàñíî ýôôåêòó Ìàðàíãî-
íè, îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì
âîçìóùåíèÿì – áëàãîäàðÿ ñëó÷àéíûì íåîäíîðîäíîñ-
òÿì íà íåé îáðàçóþòñÿ êàïëè, êîòîðûå, âîâëåêàÿ â ñâîå
äâèæåíèå æèäêîñòü èç ïðèëåãàþùèõ îáëàñòåé, ñêàòû-
âàþòñÿ âíèç, îñòàâëÿÿ íà ñòåêëå êðàñèâûå ñëåäû.

Êàê îáíàðóæèëè Ôóðíüå è Êàçàáà, ÷åì áîëüøå â
ðàñòâîðå ñïèðòà, òåì ñëàáåå îêàçûâàåòñÿ ýôôåêò Ìà-
ðàíãîíè, òåì ìåíüøå ñäåðæèâàþùåå îáðàçîâàíèå ñëåç
ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå, òåì ñèëüíåå âèíî «ïëà÷åò»
è òåì ìåíüøèì äîëæíî íàáëþäàòüñÿ ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ïîòîêàìè. Îäíàêî íà îïûòå ýòà çàâèñèìîñòü îêà-
çûâàåòñÿ âåñüìà ñëàáîé è íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
«âèííûå ñëåçû» äëÿ ñêîëü-íèáóäü äîñòîâåðíîãî îï-
ðåäåëåíèÿ êðåïîñòè âèíà «âñëåïóþ», íå ãëÿäÿ íà
ýòèêåòêó.

×òî êàñàåòñÿ ãëèöåðèíà, òî ñîäåðæàíèå ýòîãî ñëàä-
êîãî ñïèðòà â âèíå îáû÷íî î÷åíü íåâåëèêî (ïîðÿäêà
1–2%) è ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñÿ íà åãî êðåïîñòè
(õîòÿ íåñîìíåííî âëèÿåò íà âêóñ âèíà). Îïðåäåëÿþ-
ùèì ýòó õàðàêòåðèñòèêó âèíà îñòàåòñÿ îáû÷íûé ýòè-
ëîâûé ñïèðò, ñîäåðæàíèå êîòîðîãî è ïèøåòñÿ íà ýòè-
êåòêå â êà÷åñòâå êðåïîñòè. Îòìåòèì, ÷òî âèíà ñ íèçêèì
ñîäåðæàíèåì ýòèëîâîãî ñïèðòà ìåíåå âÿçêè, òàê ÷òî,
ïî-âèäèìîìó, ãëèöåðèí íå îïðåäåëÿåò äàæå è âÿçêîñòè
âèíà. Ïîýòîìó íàáëþäåíèå ñàìèõ «âèííûõ ñëåç» èëè
äàæå ïðîöåññà èõ òå÷åíèÿ íå ïîçâîëÿåò âñåðüåç ñóäèòü
î ñîäåðæàíèè â íåì ãëèöåðèíà.

Îñâåòëåíèå âèíà è ýëåêòðîñòàòèêà. Ïåðåä òåì êàê
ðàçëèòü âèíî â áóòûëêè, åãî íàäî îñâåòëèòü, ò.å.
óäàëèòü âçâåñü ìåëü÷àéøèõ ÷àñòèö, êîòîðûå îñòàëèñü
ïîñëå ïðîöåññà áðîæåíèÿ âèíà. Èíòåðåñíî, ÷òî èçäàâíà
äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçîâàëè áåëêè ÿèö – ïåíà, ïîëó÷à-
þùàÿñÿ ïðè âçáèòèè áåëêîâ, äîáàâëÿëàñü â ìîëîäîå
âèíî. Ïðîòåèíû áåëêà â âèíå ïðèîáðåòàþò ïîëîæè-
òåëüíûé çàðÿä, â ðåçóëüòàòå ê íèì ïðèòÿãèâàþòñÿ
îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, îíè îáðàçóþò ñãó-
ñòêè, êîòîðûå çàòåì è îñåäàþò íà äíî åìêîñòè ñ âèíîì.
Èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îñâåòëåíèÿ âèíà è ãëèíà –  ÷àñòèöû
åå âçâåñè èìåþò îòðèöàòåëüíûé çàðÿä è ïðèòÿãèâàþò
ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûå ïðèìåñè.
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Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è áîëåå «ãðóáûì» ìåòîäîì –
öåíòðèôóãèðîâàíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòèöû ñ ïëîòíî-
ñòüþ, áîëüøåé ïëîòíîñòè âèíà, áóäóò îòáðîøåíû ïðè
âðàùåíèè íà ñòåíêè. Â ñâîþ î÷åðåäü, áîëåå ëåãêèå
÷àñòèöû ïðèìåñåé ñîáåðóòñÿ â öåíòðå.

Øàìïàíñêîå è åãî ïóçûðüêè

Â îáëàñòè Øàìïàíü, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ âî Ôðàíöèè
âáëèçè ãîðîäà Ðåéìñà, èçäàâíà ïðîèçâîäèëè áåëîå
âèíî. Íè÷åì, ïðàâäà, îñîáåííî èíòåðåñíûì ýòî âèíî ñ
âåñüìà ñëàáîé îêðàñêîé íå ñëàâèëîñü. Íàïðîòèâ, âèíî-
äåëû î÷åíü áûñòðî îáíàðóæèëè, ÷òî øàìàíñêèå âèíà
î÷åíü ïëîõî ñîõðàíÿëèñü è ñîçðåâàëè â áî÷êàõ, ïîýòî-
ìó âîçíèêëà èäåÿ ñðàçó æå ðàçëèâàòü åãî ïî áóòûëêàì.
Íî â áóòûëêàõ áðîæåíèå íå îñòàíàâëèâàëîñü, è â
ðåçóëüòàòå ýòîãî, ïîä äåéñòâèåì âûñîêîãî äàâëåíèÿ
ãàçîâ áðîæåíèÿ, íåêîòîðûå áóòûëêè âçðûâàëèñü. Â òî
âðåìÿ â ïîãðåáà, ãäå õðàíèëèñü áóòûëêè øàìïàíñêîãî,
çàõîäèëè, ëèøü íàäåâ íà ãîëîâó ñïåöèàëüíóþ æåëåç-
íóþ ìàñêó – èíà÷å ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü ñåðüåçíûå
óâå÷üÿ îò ëåòÿùèõ îñêîëêîâ ñòåêëà. Ïîòîì, ïðàâäà, ýòà
ïðîáëåìà áûëà ðåøåíà ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëü-
íûõ òîëñòîñòåííûõ áóòûëîê, ñïîñîáíûõ âûäåðæèâàòü
áîëüøèå äàâëåíèÿ.

Îòöîì ñîâðåìåííîãî øàìïàíñêîãî ñïðàâåäëèâî ñ÷è-
òàåòñÿ áåíåäèêòèíñêèé ìîíàõ Äîì Ïåðèíüîí (Dom
Perignon). Èìåííî îí â ïåðèîä ñ 1668 ïî 1715 ãîä
îòâå÷àë çà âèííûé ïîãðåá àááàòñòâà è ðàçðàáîòàë ìåòîä
ñîçäàíèÿ ýòîãî èãðèñòîãî íàïèòêà.

Ëþáîïûòíî, ÷òî øàìïàíñêîå ñîðòà áðþò áûëî âïåð-
âûå èçãîòîâëåíî â 1876 ãîäó ïî çàêàçó àíãëè÷àí,
êîòîðûå, â îòëè÷èå îò ôðàíöóçîâ, â òî âðåìÿ ïðåäïî-
÷èòàëè ñóõèå âèíà.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, øàìïàíñêèì èìååò ïðàâî íàçûâàòüñÿ
ëèøü èãðèñòîå âèíî, ïðîèçâîäèìîå ïî îïðåäåëåííîé
òåõíîëîãèè èìåííî âî ôðàíöóçñêîé ïðîâèíöèè Øàì-
ïàíü. Âñå îñòàëüíîå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî èãðèñòûì âèíîì
òîãî èëè èíîãî òèïà.

Èãðèñòîå âèíî ñîçäàåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñïåöèàëüíîãî
ïðîöåññà áðîæåíèÿ è â ïðèíöèïå ìîæåò áûòü èçãîòîâ-
ëåíî èç ëþáîãî òèïà âèíîãðàäà, îäíàêî îáû÷íî èñïîëü-
çóåòñÿ âèíîãðàä òîëüêî òðåõ ñîðòîâ: Ïèíî Íóàð, Ïèíî
Ìåíüåð è Øàðäîíý, ïðè÷åì áåëûì âèíîãðàäîì ÿâëÿåò-
ñÿ ëèøü ïîñëåäíèé. Åñëè íà ýòèêåòêå íàïèñàíî «Blanc
de Blanc» (áåëîå èç áåëîãî), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
èãðèñòîå âèíî èçãîòîâëåíî èç ÷èñòîãî Øàðäîíý. Íàä-
ïèñü «Blanc de Noir» (áåëîå èç ÷åðíîãî)îçíà÷àåò, ÷òî
Øàðäîíý ïðè èçãîòîâëåíèè ýòîãî íàïèòêà íå èñïîëüçî-
âàëîñü. Ñóùåñòâóåò òàêæå è ðîçîâîå øàìïàíñêîå. Åãî
ìîæíî èçãîòîâèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: ëèáî «ïîäïðà-
âèòü» áåëîå øàìïàíñêîå ñóõèì êðàñíûì âèíîì, ëèáî
ïîäåðæàòü íåêîòîðîå âðåìÿ ñîê êðàñíîãî âèíîãðàäà â
êîíòàêòå ñ åãî êîæèöåé, ëèøü çàòåì åãî îòôèëüòðîâàòü
è íà÷àòü ïðîöåññ èçãîòîâëåíèÿ øàìïàíñêîãî.

Ìåòîä «Øàìïàíóàç» (Champenoise). Åñëè íà ýòè-
êåòêå èìååòñÿ ýòî ñëîâî, òî çíàéòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå èãðèñòîå âèíî áûëî èçãîòîâëåíî ñëåäóþùèì ñïî-
ñîáîì.

Â ïðîâèíöèè Øàìïàíü ñáîð âèíîãðàäà ïðîâîäèòñÿ
âðó÷íóþ, ÷òîáû íå ïîâðåäèòü ïðè ñáîðå ÿãîäû êðàñíîãî

âèíîãðàäà è ñîäåðæàùèåñÿ â èõ êîæèöå äðîææè íå
ïîïàëè â ñîê. ßãîäû äàâÿò äâàæäû. Â ïåðâóþ äàâêó
èçâëåêàþò 80% ñîêà, è ïîëó÷åííîå èç íåãî âïîñëåä-
ñòâèè øàìïàíñêîå íàçûâàåòñÿ «Cuvee». Øàìïàíñêîå,
ïîëó÷åííîå èç îñòàâøèõñÿ 20%, íàçûâàþò «Taille»
(ëó÷øèå äîìà øàìïàíñêèõ âèí íå ïðîèçâîäÿò åãî
âîîáùå, à îãðàíè÷èâàþòñÿ ëèøü ïðîèçâîäñòâîì
«Cuvee»).

Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ íàñûòèòü âèíî óãëåêèñëûì
ãàçîì. Ìåòîä «Øàìïàíóàç» íà÷èíàåòñÿ ñ îáû÷íîé
ôåðìåíòàöèè áåëîãî âèíà, êàê ýòî áûëî îïèñàíî âûøå.
Çàòåì âèíîäåëû ñìåøèâàþò â òîé èëè èíîé êîìáèíà-
öèè ýòî âèíî ñ âèíàìè ïðåäûäóùèõ óðîæàåâ è ðàçëè-
âàþò ïî áóòûëêàì (ñìåñü íîâîãî è ñòàðîãî âèíà íàçû-
âàåòñÿ dosage). Â êàæäóþ èç áóòûëîê çàòåì äîáàâëÿþò
íåìíîãî ñàõàðà è äðîææåé è çàêðûâàþò âðåìåííîé,
ïîõîæåé íà ïèâíóþ, ïðîáêîé. Â çàâèñèìîñòè îò êîëè-
÷åñòâà äîáàâëåííîãî ñàõàðà øàìïàíñêîå áóäåò ñóøå
èëè ñëàæå. Ðàçëè÷àþò ñîðòà áðþò (brut), î÷åíü ñóõîå
(extra dry), ñóõîå (sec), ïîëóñóõîå (demi-sec), à òàêæå
ïîëóñëàäêîå è ñëàäêîå. Òåïåðü â áóòûëêå íà÷èíàåòñÿ
ïðîöåññ âòîðè÷íîé ôåðìåíòàöèè. Áóäóùåå øàìïàíñ-
êîå â òàêîì ñîñòîÿíèè âûäåðæèâàþò íåñêîëüêî ëåò:
îáû÷íî äî òðåõ, íî â îñîáûõ ñëó÷àÿõ è äî øåñòè. Ïî
çàêîíó øàìïàíñêîå äîëæíî ïðîâåñòè â áóòûëêå íå
ìåíåå îäíîãî ãîäà.

Ñëåäóþùèé øàã çàêëþ÷àåòñÿ â î÷èñòêå íàïèòêà îò
äðîææåé. Äëÿ ýòîãî áóòûëêè ïîìåùàþò â ñïåöèàëüíûå
ÿ÷åéêè, ãäå èõ êàæäûé äåíü ïðîâîðà÷èâàþò íà ÷åòâåðòü
îáîðîòà, à òàêæå ïîíåìíîãó (íà 15° â äåíü) íàêëîíÿþò
òàê, ÷òîáû â êîíöå êîíöîâ ìåðòâûå äðîææè îñåëè íà
ïðîáêå.

Ïîñëåäíåé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ èçáàâëåíèå îò îñòàò-
êîâ äðîææåé è çàìåíå ïðîáêè íà ïîñòîÿííóþ. Òàê êàê
øàìïàíñêîå ê ýòîìó ìîìåíòó óæå îêàçûâàåòñÿ ïåðåñû-
ùåííûì óãëåêèñëûì ãàçîì, òî ýòîò ïðîöåññ íåïðîñò. Â
îðèãèíàëüíîì ìåòîäå «Øàìïàíóàç» åãî ïðîèçâîäèò
èñòèííûé âèðòóîç, óìåþùèé íå ñîòðÿñàÿ îòêðûòü
áóòûëêó è çàìåíèòü âðåìåííóþ ïðîáêó ñ ëåæàùèìè íà
íåé äðîææàìè íà ïîñòîÿííóþ. Ñåãîäíÿ ïðèìåíåíèå
êðèîãåííîé òåõíèêè ñóùåñòâåííî óïðîñòèëî ïðîèçâîä-
ñòâî: ãîðëûøêî áóòûëêè ñ äðîææàìè ïðîñòî çàìîðà-
æèâàþò, âû÷èùàþò è çàêðûâàþò íîâîé ïðîáêîé.

Êàæäûé çíàåò, ÷òî èãðèñòîå âèíî ïðîäàåòñÿ â ñïåöè-
àëüíûõ, âûäåðæèâàþùèõ äîñòàòî÷íî âûñîêîå äàâëå-
íèå áóòûëêàõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì
óãëåêèñëîãî ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ â òàêîì âèíå â ìåòà-
ñòàáèëüíîì ñîñòîÿíèè è ãîòîâîì âûñâîáîäèòñÿ ïðè
èçìåíåíèè âíåøíèõ óñëîâèé. Áóòûëêó øàìïàíñêîãî
ìîæíî îòêðûòü ïî-ðàçíîìó, â çàâèñèìîñòè îò öåëåé,
óìåíèÿ è òåìïåðàìåíòà îòêðûâàþùåãî: ëèáî, ñëåãêà
âûïóñòèâ ãàç èç ãîðëûøêà, ìåäëåííî äàòü ïðîáêå
âûéòè èç áóòûëêè è ðàçëèòü íàïèòîê áåç ïîòåðü ïî
áîêàëàì; ëèáî, íàïðèìåð â ÷åñòü Íîâîãî Ãîäà, âûïóñ-
òèòü ïðîáêó â ïîòîëîê è ðàçëèòü ïîëáóòûëêè â âèäå
ïåíû. Èìåííî òàê Øóìàõåð, ïîáåäèâ â î÷åðåäíîì
çàåçäå «Ôîðìóëû-1», óõèòðÿåòñÿ ðàçëèòü â âèäå ïåíû
ïî÷òè âñå ñîäåðæèìîå îãðîìíîé áóòûëêè.

(Ïðîäîëæåíèå ñëåäóåò)
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Ýòþä î ïðÿìîé Ñèìñîíà
B.ÐÛÆÈÊ, Á.ÑÎÒÍÈ×ÅÍÊÎ

Î
ÄÍÀ ÈÇ ÑÀÌÛÕ ÈÇÂÅÑÒÍÛÕ ÏÐßÌÛÕ, ÑÂßÇÀÍ-
íûõ ñ òðåóãîëüíèêîì è îêðóæíîñòüþ îäíîâðåìåí-

íî, ýòî ïðÿìàÿ Ñèìñîíà.(Ðîáåðò Ñèìñîí – øîòëàíäñ-
êèé ìàòåìàòèê, 1687–1768.) Îíà ïîëó÷àåòñÿ òàê.

Íàðèñóåì òðåóãîëüíèê. Îïèøåì îêîëî íåãî îêðóæ-
íîñòü. Âîçüìåì íà ýòîé îêðóæíîñòè ëþáóþ òî÷êó (â
îáùåì ñëó÷àå – íå â âåðøèíå äàííîãî òðåóãîëüíèêà).
Ñïðîåêòèðóåì ýòó òî÷êó íà êàæäóþ èç ïðÿìûõ, ñîäåð-
æàùèõ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà. Îêàçûâàåòñÿ, ýòè ïðî-
åêöèè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòà ïðÿìàÿ è íàçûâàåò-
ñÿ ïðÿìîé Ñèìñîíà (ðèñ.1).

Ïðÿìàÿ ýòà äàâíî ïðîïèñàíà â ìíîãî÷èñëåííûõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ çàäà÷íèêàõ. Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå äîêàçà-
òåëüñòâà åå ñóùåñòâîâàíèÿ. Îíà íå ïðîñòî èíòåðåñíà
ñàìà ïî ñåáå, íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ
çàäà÷ (íàïðèìåð, â êíèãå Â.Â.Ïðàñîëîâà «Çàäà÷è ïî
ïëàíèìåòðèè» åñòü äàæå ïàðàãðàô, òàê è íàçâàííûé

«Ïðÿìàÿ Ñèìñîíà»). Ìû ïðèâåäåì êèíåìàòè÷åñêîå
äîêàçàòåëüñòâî åå ñóùåñòâîâàíèÿ (â äóõå íàøåé
ïðåäûäóùåé ñòàòüè –
ñì. «Êâàíò» ¹5 çà
2002 ã.; ñì. òàêæå
êíèãó: Þ.È.Ëþáè÷,
Ë.À.Øîð, «Êèíåìà-
òè÷åñêèé ìåòîä â ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ çàäà-
÷àõ»). Èñïîëüçóÿ êè-
íåìàòè÷åñêèé ìåòîä,
ìû ðåøèì è äðóãèå
çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ
ïðÿìîé Ñèìñîíà.

Ïðèâåäåì íåìíîãî ïðîñòûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñâåäåíèé
èç êèíåìàòèêè. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå óãëîâîé
ñêîðîñòè äâèæóùåéñÿ ïðÿìîé, ò.å. ïðÿìîé, ìåíÿþùåé

Ðèñ. 1



ñâîå ïîëîæåíèå íà ïëîñêîñòè ñî âðåìåíåì. Ââåäåì åãî
òàêèì æå ïóòåì, êàê ââîäèòñÿ îáû÷íîå ïîíÿòèå ñêîðî-
ñòè. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì óãëîâîå ïîëîæåíèå äâèæó-
ùåéñÿ ïðÿìîé: ïîä óãëîâûì ïîëîæåíèåì ïðÿìîé áó-
äåì ïîíèìàòü óãîë ìåæäó ïðÿìîé è íåêîòîðîé îñüþ.
Óãîë ýòîò âñåãäà îòñ÷èòûâàåòñÿ îò îñè. Â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, êàê îòñ÷èòûâàåòñÿ óãîë (ïðîòèâ èëè ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå), îí ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê
è îòðèöàòåëüíûì. Çàòåì ââîäèòñÿ óãëîâîå ïåðåìåùå-
íèå ïðÿìîé â òå÷åíèå çàäàííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè
êàê ïðèðàùåíèå óãëà ìåæäó äâèæóùåéñÿ ïðÿìîé è
îñüþ; ïîòîì – ñðåäíÿÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðÿìîé â
òå÷åíèå çàäàííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè; íàêîíåö –
ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðÿìîé, èëè ïðîñòî åå
óãëîâàÿ ñêîðîñòü.

Ïîñëå ýòîãî ìû áóäåì òðàêòîâàòü óãîë ìåæäó ïðÿìû-
ìè êàê ðàçíîñòü óãëîâ, êîòîðûå ýòè ïðÿìûå îáðàçóþò
ñ çàäàííîé îñüþ. ßñíî, ÷òî óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ìîæåò
áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì.

Ïåðåõîäèì ê îïðåäåëåíèÿì. Ïóñòü äâèæóùàÿñÿ ïðÿ-
ìàÿ l â ìîìåíò âðåìåíè 1t  çàíèìàåò ïîëîæåíèå 1l , à â
ìîìåíò âðåìåíè 2t  – ïîëîæåíèå 2l  (ðèñ.2 ). Íà ýòèõ

ïðÿìûõ âûáåðåì íàïðàâëÿþùèå åäèíè÷íûå âåêòîðû

1e
�

 è 2e
�

 ñîîòâåòñòâåííî. Âûáåðåì íà ïëîñêîñòè îñü õ ñ
íàïðàâëÿþùèì åäèíè÷íûì âåêòîðîì i

�

 íà ýòîé îñè.
Îòëîæèì âåêòîðû 1e

�
, 2e
�

 îò òî÷êè Î íà îñè õ. Óãîë

( )1 1,i eϕ = –
� �

 îïðåäåëÿåò óãëîâîå ïîëîæåíèå ïðÿìîé l

â ìîìåíò 1t , à óãîë ( )2 2,i eϕ = –
� �

 îïðåäåëÿåò óãëîâîå

ïîëîæåíèå ïðÿìîé l â ìîìåíò 2t . Ïðè ýòîì, êàê ìû óæå

äîãîâîðèëèñü, óãîë ( ),i eϕ = –
� �

 áóäåì ñ÷èòàòü ïîëîæè-
òåëüíûì, åñëè ïîâîðîò îò âåêòîðà i

�

 äî âåêòîðà e
�
 èäåò

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, è îòðèöàòåëüíûì, åñëè ýòîò
ïîâîðîò èäåò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Ïðèðàùåíèå Δϕ  óãëà ϕ  â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà
âðåìåíè 2 1t t tΔ = -  åñòü ðàçíîñòü 2 1ϕ ϕ- . Îòíîøåíèå

t

Δϕ
Δ

 íàçîâåì ñðåäíåé óãëîâîé ñêîðîñòüþ çà ýòîò ïðî-

ìåæóòîê âðåìåíè. Ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðÿ-
ìîé åñòü ïðåäåë ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðè 0tΔ Æ , ò.å.
ïðîèçâîäíàÿ ( )tϕ¢ . Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åå ϕ� , êàê
ïðèíÿòî â ìåõàíèêå.

Ïóñòü òåïåðü íà ðèñóíêå 2 ÷åðåç 1l  è 2l  îáîçíà÷åíà
íå äâèæóùàÿñÿ ïðÿìàÿ l â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, à
äâå ðàçíûå ïðÿìûå â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè.
Òîãäà óãëû 1ϕ  è 2ϕ  åñòü óãëû ýòèõ ïðÿìûõ ñ îñüþ x,

à èõ ðàçíîñòü è áóäåò îðèåíòèðîâàííûì óãëîì ìåæäó
ïðÿìûìè. Ïðè ýòîì óãîë îò ïåðâîé äî âòîðîé ïðÿìîé
îáîçíà÷èì êàê 21ϕ , à óãîë îò âòîðîé ïðÿìîé äî ïåðâîé
îáîçíà÷èì êàê 12ϕ . Òîãäà 21 2 1ϕ ϕ ϕ= - , à 12 1 2ϕ ϕ ϕ= - .
Î÷åâèäíî, ÷òî 21 12ϕ ϕ= - .

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî 21 2 1ϕ ϕ ϕ= -  ïî âðå-
ìåíè, ïîëó÷èì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ óãëà ìåæäó ïðÿìû-
ìè: 21 2 1ϕ ϕ ϕ= -� � � . Îòñþäà èìååì: åñëè óãëîâûå ñêîðî-
ñòè äàííûõ ïðÿìûõ îäèíàêîâû, òî 21 0ϕ =� . Íî òîãäà
óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ïîñòîÿííûé, íå ìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè óãîë
ìåæäó ïðÿìûìè ñî âðåìåíåì íå ìåíÿåòñÿ, òî óãëîâûå
ñêîðîñòè ýòèõ ïðÿìûõ ðàâíû.

Àíàëîãè÷íûì ñîîòíîøåíèåì 21 2 1Δϕ Δϕ Δϕ= -  ñâÿçà-
íû ìåæäó ñîáîé óãëîâûå ïåðåìåùåíèÿ ïðÿìûõ 2Δϕ ,

1Δϕ  è ïðèðàùåíèå óãëà ìåæäó íèìè 21Δϕ  çà íåêîòîðûé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Óáåäèòåñü â ýòîì ñàìîñòîÿòåëü-
íî. Â äàëüíåéøåì ìû ïîçâîëèì ñåáå çàïèñûâàòü ëþáîå
èç ðàâåíñòâ 21 2 1ϕ ϕ ϕ= -� � � , 21 2 1Δϕ Δϕ Δϕ= - , êîëü ñêî-
ðî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç íèõ. Ïîäðîáíåå: åñëè

21 2 1ϕ ϕ ϕ= -� � � , òî 21 2 1Δϕ Δϕ Δϕ= - , è îáðàòíî.
Åùå îäíî. Ïóñòü â ïëîñêîñòè äâèæåòñÿ ìíîãîóãîëü-

íèê, ïðè÷åì íè äëèíû åãî ñòîðîí, íè óãëû ìåæäó
ñòîðîíàìè íå ìåíÿþòñÿ. Òîãäà èç òîëüêî ÷òî ñêàçàííîãî
ñëåäóåò, ÷òî óãëîâûå ñêîðîñòè åãî ñòîðîí îäèíàêîâû. È
ýòè óãëîâûå ñêîðîñòè
ìîæíî íàçâàòü óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ìíîãîóãîëü-
íèêà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ÷à-
ñòíîìó ñëó÷àþ, êîãäà
äâå ïðÿìûå âðàùàþòñÿ
ñ îäèíàêîâûìè óãëîâû-
ìè ñêîðîñòÿìè, ïðè÷åì
öåíòðû âðàùåíèÿ íåïîä-
âèæíû è ëåæàò íà ýòèõ
ïðÿìûõ. Òî÷íåå: ïðÿìàÿ

1l  âðàùàåòñÿ âîêðóã íå-
ïîäâèæíîé òî÷êè À, ëå-
æàùåé íà ïðÿìîé 1l ; ïðÿìàÿ 2l  âðàùàåòñÿ âîêðóã
íåïîäâèæíîé òî÷êè Â, ëåæàùåé íà ïðÿìîé 2l  (ðèñ.3).
Ïóñòü îíè â ìîìåíò 1t  ïåðåñåêàëèñü â òî÷êå 1C , à â
ìîìåíò 2t  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå 2C . ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì

2 1Δϕ Δϕ= . Òàê êàê ïðÿìûå 1l  è 2l  âðàùàþòñÿ ñ
îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè, òî óãîë 21ϕ  (íà ðèñóíêå 3
ýòî óãëû 1AC B  è 2AC B , ðàâíûå α) îñòàåòñÿ ïîñòîÿí-
íûì. Èç ïëàíèìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî òîãäà òî÷êà Ñ
ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïðÿìûõ íàõîäèòñÿ íà äóãå îêðóæ-
íîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè À è Â. Ïóñòü òî÷êà Î
– öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè. Ðàäèóñ ÎÑ ýòîé îêðóæíîñòè
â ïðîöåññå âðàùåíèÿ ïåðåøåë èç ïîëîæåíèÿ 1OC  â
ïîëîæåíèå 2OC . Îáîçíà÷èì óãîë 2 1C OC  êàê OCΔϕ :

2 1 OCC OC Δϕ– = . Î÷åâèäíî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

1 2

1

2
OCΔϕ Δϕ Δϕ= =  (äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü íà ðèñó-

íîê 3 è óâèäåòü, ÷òî óãëû 1 2,Δϕ Δϕ  âïèñàííûå, à òðåòèé
óãîë OCΔϕ  öåíòðàëüíûé, è âñå îíè îïèðàþòñÿ íà îäíó
è òó æå äóãó 1 2C C ). Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî ÷óòü èíà÷å:

1

2
AC BC OCΔϕ Δϕ Δϕ= = .              (1)
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Íî òîãäà

1

2
AC BC OCϕ ϕ ϕ= =� � � .                  (2)

Ýòè äâà ðàâåíñòâà áóäóò ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî äëÿ
õîðä ÀÑ è BC, íî è äëÿ ëþáîé õîðäû, ïðîâåäåííîé èç
ïðîèçâîëüíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè K äàííîé îêðóæíî-
ñòè â äâèæóùóþñÿ ïî ýòîé îêðóæíîñòè òî÷êó Ñ:

1

2
KC OCΔϕ Δϕ=                      (3)

è
1

2
KC OCϕ ϕ=� � .                      (4)

Èíà÷å ãîâîðÿ, óãëîâàÿ ñêîðîñòü õîðäû â äâà ðàçà
ìåíüøå óãëîâîé ñêîðîñòè ðàäèóñà ïðè óñëîâèè, ÷òî
õîðäà è ðàäèóñ «óïèðàþòñÿ» â îäíó è òó æå òî÷êó,
äâèæóùóþñÿ ïî äàííîé îêðóæíîñòè, à äðóãîé êîíåö
õîðäû íåïîäâèæåí.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ íåêàÿ ÷èñòî òåõíè-
÷åñêàÿ äîãîâîðåííîñòü. ×òîáû èçáåæàòü ðàññìîòðåíèÿ
ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ, íå îòëè÷àþùèõñÿ ïðèíöèïèàëüíî,
ìû áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè óãëû ìåæäó ïðÿìûìè,
êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ íà nπ , ãäå n – öåëîå ÷èñëî. Êðîìå
òîãî, ìû áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè óãëû α  è π α- .
(Îáå ýòè äîãîâîðåííîñòè ôèêñèðóþò òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî âçàèìíîå ïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ ïðè ýòîì
îäíî è òî æå.)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê çàäà÷àì (íåêîòîðûå èç íèõ âçÿòû
ó âûøåóïîìÿíóòûõ àâòîðîâ).

Çàäà÷à 1 (îñíîâíàÿ). Ïóñòü òî÷êà Ð ëåæèò íà
îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Î, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëü-
íèêà ABC, è 1 2 3, ,P P P  – ïðîåêöèè òî÷êè Ð íà ïðÿìûå

ÂÑ, ÑÀ, ÀÂ (ðèñ.4). Äî-
êàæèòå, ÷òî òî÷êè

1 2 3, ,P P P  ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé (èíà÷å ãîâîðÿ,
íóæíî äîêàçàòü ñóùå-
ñòâîâàíèå ïðÿìîé Ñèìñî-
íà, ñîîòâåòñòâóþùåé
òî÷êå Ð è òðåóãîëüíèêó
ABC).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
òî÷êè À, Â, Ð íåïîäâèæ-
íû, à òî÷êà Ñ äâèæåòñÿ ïî
îêðóæíîñòè. Îáîçíà÷èì

óãëîâóþ ñêîðîñòü ðàäèóñà ÎÑ êàê OCϕ� , óãëîâóþ
ñêîðîñòü õîðäû ÀÑ êàê ACϕ� , óãëîâóþ ñêîðîñòü õîðäû

ÂÑ êàê BCϕ� . Òîãäà 
1

2
AC BC OCϕ ϕ ϕ= =� � � .

Äàëåå, òàê êàê óãëû 3AP P  è 2AP P  ïðÿìûå, òî òî÷êè

3 2, , ,A P P P  ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì ÀÐ. Èç
íåïîäâèæíîñòè òî÷åê À, Â, Ð è äâèæåíèÿ òî÷êè Ñ
ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà 3P  íåïîäâèæíà íà îêðóæíîñòè ñ
äèàìåòðîì ÀÐ, à òî÷êà 2P  äâèæåòñÿ ïî òîé æå îêðóæ-
íîñòè. Òîãäà óãëîâûå ñêîðîñòè ïðÿìûõ 2AP , 2PP ,

3 2P P  ðàâíû. Ïðÿìàÿ 2AP  è ïðÿìàÿ ÀÑ – îäíà è òà æå

ïðÿìàÿ. È òàê êàê 
1

2
AC OCϕ ϕ=� , òî 

3 2 2P P APϕ ϕ= =� �

1

2
AC OCϕ ϕ= =� � .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷êè Â, 1P , Ð, 3P
ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì ÐÂ, ïðè÷åì
òî÷êà 1P  äâèæåòñÿ ïî ýòîé îêðóæíîñòè. Ïðè ýòîì

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 
3 1

1

2
P P BC OCϕ ϕ ϕ= =� � � .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè äâèæåíèè òî÷êè Ñ ïî èñõîäíîé
îêðóæíîñòè îòðåçêè 3 2P P  è 3 1P P  âðàùàþòñÿ ñ îäèíà-
êîâûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè, à òîãäà, êàê ìû óæå
ñêàçàëè âûøå, óãîë
ìåæäó íèìè íå ìåíÿ-
åòñÿ.

Òåïåðü – ïîñëåäíèé
øàã äîêàçàòåëüñòâà.
Ïóñòü â êàêîé-òî ìî-
ìåíò âðåìåíè òî÷êà Ñ
ïîïàëà â òî÷êó Ð. Ïðî-
ñëåäèâ çà ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ïåðåìåùåíèÿ-
ìè òî÷åê 2P  è 1P , ìû
óâèäèì, ÷òî â ýòîò æå ìîìåíò è îíè ïîïàäóò â òî÷êó Ð
(ðèñ.5). Íî òîãäà â ýòîò ìîìåíò óãîë ìåæäó ïðÿìûìè

3 2P P  è 3 1P P  îêàæåòñÿ ðàâåí íóëþ. À òàê êàê óãîë
ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè íå ìåíÿåòñÿ, òî îí âñåãäà (â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè) ðàâåí íóëþ. Îòñþäà, ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî ýòè ïðÿìûå èìåþò îáùóþ òî÷êó 3P , ñëåäóåò,
÷òî òî÷êè 1P , 2P , 3P  ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ïîïóòíî ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïîíàäîáèòñÿ
íàì ïîçæå: óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðÿìîé Ñèìñîíà äëÿ
òðåóãîëüíèêà ABC, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ñ öåíò-
ðîì Î, ðàâíà ïîëîâèíå óãëîâîé ñêîðîñòè OCϕ�  ðàäèóñà
ÎÑ, ïðîâåäåííîãî â äâèæóùóþñÿ ïî ýòîé îêðóæíîñòè
òî÷êó Ñ. Îáîçíà÷èì ïðÿìóþ Ñèìñîíà êàê s è çàïèøåì

ýòî ñîîòíîøåíèå òàê: 
1

2
s OCϕ ϕ=� � . Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

(2) , ìû ìîæåì íàïèñàòü

1

2
s AC BC OCϕ ϕ ϕ ϕ= = =� � � � ,               (5)

è, ñîîòâåòñòâåííî,

1

2
s AC BC OCΔϕ Δϕ Δϕ Δϕ= = = .           (6)

Îñìûñëèì ïîëó÷åííûé íàìè ðåçóëüòàò. Ó íàñ áûëà
äàíà îêðóæíîñòü, âïèñàííûé â íåå òðåóãîëüíèê ABC,
íåêîòîðàÿ òî÷êà Ð íà îêðóæíîñòè, îòëè÷íàÿ îò âåðøè-
íû ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ ýòîé êîíôèãóðàöèè áûëî
äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïðÿìîé Ñèìñîíà. Ìåòîä, êî-
òîðûé ïðèâåë ê ýòîìó ðåçóëüòàòó, ñîñòîÿë â òîì, ÷òî ìû
íà÷àëè ïåðåìåùàòü ïî îêðóæíîñòè îäíó èç âåðøèí
äàííîãî òðåóãîëüíèêà (âåðøèíó Ñ), îñòàâèâ íåïîä-
âèæíûìè äâå äðóãèå åãî âåðøèíû è âûáðàííóþ òî÷êó
Ð íà îêðóæíîñòè. Ðàçóìååòñÿ, òàê êàê âåðøèíû òðåó-
ãîëüíèêà ñîâåðøåííî ðàâíîïðàâíû, òî àíàëîãè÷íûé
ðåçóëüòàò ìû ïîëó÷èì, îñòàâèâ íåïîäâèæíûìè òî÷êó Ð
è âåðøèíû A, C, íî ïåðåìåùàÿ ïî ýòîé æå îêðóæíîñòè

âåðøèíó Â: 
1

2
s OBϕ ϕ=� � , 

1

2
s OBΔϕ Δϕ= . È, àíàëîãè÷íî,

1

2
s OAϕ ϕ=� � , 

1

2
s OAΔϕ Δϕ= .

Åñëè òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåìåùàòü âåðøèíû
À, B, C òðåóãîëüíèêà ABC ïî îêðóæíîñòè, îñòàâëÿÿ
òî÷êó Ð è äðóãèå äâå âåðøèíû íåïîäâèæíûìè, òî

Ðèñ. 5

Ðèñ. 4



óãëîâîå ïåðåìåùåíèå ïðÿìîé Ñèìñîíà áóäåò â èòîãå
ðàâíî ñóììå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé:

( ) ( ) ( )s s s sA B C
Δϕ Δϕ Δϕ Δϕ= + + =

= ( )
1

2
OA OB OCΔϕ Δϕ Δϕ+ + , (7)

è, ñîîòâåòñòâåííî,

( )
1

2
s OA OB OCϕ ϕ ϕ ϕ= + +� � � � .              (8)

Òåïåðü ìîæíî ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ.
1) Ïóñòü òî÷êà Ð íåïîäâèæíà.
à) Ïóñòü ïðè íåïîäâèæíîé òî÷êå Ð òî÷êà Ñ íåïîä-

âèæíà ( 0OCΔϕ = ) è ñòîðîíà ÀÂ, íå ìåíÿÿ ñâîåé
äëèíû, ñêîëüçèò ñâîèìè êîíöàìè À è Â ïî îêðóæíîñòè.
Òîãäà óãëîâûå ïåðåìåùåíèÿ ðàäèóñîâ ÎÀ è ÎÂ îäèíà-
êîâû è ðàâíû óãëîâîìó ïåðåìåùåíèþ ñòîðîíû ÀÂ, à
òàêæå òðåóãîëüíèêà ÎÀÂ: OA OB ABΔϕ Δϕ Δϕ= = . Èç
ôîðìóëû (7) ïîëó÷àåì, ÷òî s OA OBΔϕ Δϕ Δϕ= = =

ABΔϕ= . Ïîýòîìó s OA OB ABϕ ϕ ϕ ϕ= = =� � � � .
á) Ïóñòü ïðè íåïîäâèæíîé òî÷êå Ð âåñü òðåóãîëüíèê

ABC (îáîçíà÷èì åãî êàê Ò) âðàùàåòñÿ âîêðóã öåíòðà
îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Òîãäà åãî óãëîâîå ïåðåìåùå-
íèå òàêîå æå, êàê è óãëîâîå ïåðåìåùåíèå ðàäèóñîâ
äàííîé îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûõ â åãî âåðøèíû, à
ïîòîìó âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî T OA OBΔϕ Δϕ Δϕ= = =

OCΔϕ= . Èç ðàâåíñòâ (7) è (8) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì

ñîîòíîøåíèÿì: 
3

2
s TΔϕ Δϕ= , 

3

2
s Tϕ ϕ=� � .

2) Ïóñòü òðåóãîëüíèê ABC, íàçîâåì åãî òðåóãîëüíè-
êîì T, íåïîäâèæåí, à òî÷êà Ð ïåðåìåùàåòñÿ ïî îêðóæ-
íîñòè. Êàê áóäåò ïðè ýòîì âåñòè ñåáÿ ïðÿìàÿ Ñèìñîíà
äëÿ ýòîãî òðåóãîëüíèêà? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ
ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îñòàâëÿÿ íåïîäâèæíîé òî÷êó Ð, ïîâåðíåì òðåóãîëü-
íèê T íà óãîë TΔϕ . Òîãäà åãî ïðÿìàÿ Ñèìñîíà ïîâåð-
íåòñÿ, êàê ìû òîëüêî ÷òî ïîêàçàëè, íà óãîë

( )
1

3

2
s TΔϕ Δϕ= . Ïîñëå ýòîãî ïîâåðíåì íà óãîë TΔϕ- âñå:

è ðàäèóñ ÎÐ, è òðåóãîëüíèê Ò. Òîãäà òðåóãîëüíèê Ò
âåðíåòñÿ â ïðåæíåå ïîëîæåíèå, ðàäèóñ ÎÐ ïîâåðíåòñÿ
íà óãîë TΔϕ- , è ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî OP TΔϕ Δϕ= - ,
îòêóäà T OPΔϕ Δϕ= - . À ÷òî ïðîèçîéäåò ñ ïðÿìîé
Ñèìñîíà? Â ðåçóëüòàòå âòîðîãî ïåðåìåùåíèÿ îíà ïî-

âåðíåòñÿ íà óãîë ( ) ( )
2s TΔϕ Δϕ= - . Â èòîãå äâóõ ïîñëå-

äîâàòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé ( )
1sΔϕ  è ( )

2sΔϕ  èñõîäíàÿ

ïðÿìàÿ Ñèìñîíà ïîâåðíåòñÿ íà óãîë ( )
1s sΔϕ Δϕ= +

( ) ( )
2

3 1

2 2
s T T TΔϕ Δϕ Δϕ Δϕ+ = + - = . È ïîëó÷àåì òàêîå

ðàâåíñòâî: 
1

2
s OPΔϕ Δϕ= - .

Èòàê, ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè P ïî îêðóæíîñòè
òàêîì, ÷òî ðàäèóñ ÎÐ ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë OPΔϕ ,
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì

sΔϕ
1

2
OPΔϕ= - ,                    (9)

è, ñîîòâåòñòâåííî,

1

2
s OPϕ ϕ= -� � .                     (10)

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè â äàííîì ñëó÷àå óãëîâóþ
ñêîðîñòü ïðÿìîé Ñèìñîíà, êîãäà èçâåñòíà óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ðàäèóñà ÎÐ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Çàäà÷à 2. Óãëû òðåóãîëüíèêà ABC, âïèñàííîãî â

îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Î, ðàâíû α , β , γ . Ïîëîæåíèå
òî÷êè Ð íà îêðóæíîñòè çàäàíî óãëîì ÀÎÐ = δ
(ðèñ.6). Êàêèå óãëû îáðàçóåò ïðÿìàÿ Ñèìñîíà ýòîãî
òðåóãîëüíèêà ñ åãî ñòîðîíàìè?

Ðåøåíèå. Ïåðåìåñòèì òî÷êó Ð â âåðøèíó À è ïðè-
ìåì ýòî ïîëîæåíèå êàê íà÷àëüíîå. Â ýòîì ïîëîæåíèè
òðåóãîëüíèêà ABC è òî÷êè Ð òî÷êè Â, Ñ îñòàþòñÿ íà
ñâîèõ ìåñòàõ, çàäàííûõ óñëîâèåì (ðèñ.7), à â òî÷êå À
îêàæóòñÿ òàêæå òî÷êè 3P  è 2P . Ïðÿìîé Ñèìñîíà s
áóäåò ïðÿìàÿ 1AP . Óãëû, êîòîðûå îíà îáðàçóåò â
ýòîì íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè ñî ñòîðîíàìè òðåóãîëü-
íèêà (ìû ñíàáäèì èõ äîïîëíèòåëüíûì íóëåâûì èí-

äåêñîì), ðàâíû ( ), 0
90s ABϕ β= ∞ - , ( ), 0

90s BCϕ = ∞ ,

( ) ( ), 0
90s CAϕ γ= - ∞ - .

Âåðíåì òåïåðü òî÷êó Ð â çàäàííîå ïîëîæåíèå. Äëÿ
ýòîãî ïîâåðíåì ðàäèóñ ÎÐ íà óãîë OPΔϕ δ= - . Òîãäà
ïðÿìàÿ Ñèìñîíà ïîâåðíåòñÿ íà óãîë 

sΔϕ =
1 1

2 2
OPΔϕ δ= - = . Ïîýòîìó óãëû, êîòîðûå îíà îáðàçóåò

â çàäàííîì óñëîâèåì çàäà÷è ïîëîæåíèè, ðàâíû

( ), 90
2

s AB

δ
ϕ β= + ∞ - , ( ), 90

2
s BC

δ
ϕ = + ∞ , ( ),

2
s CA

δ
ϕ = -

( )90 γ- ∞ - . Òàê êàê ( )90 2α β γ∞ = + + , ìîæíî ýòîìó

ðåçóëüòàòó ïðèäàòü áîëåå ñèìïàòè÷íóþ ôîðìó:

( ),
2

s AB

δ α β γ
ϕ

+ - +
= , ( ),s BCϕ

2

δ α β γ+ + +
= ,

( ),
2

s CA

δ α β γ
ϕ

- - +
= .

Çàäà÷à 3. Òðåóãîëüíèêè

1 1 1A BC  è 2 2 2A B C  âïèñàíû â
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Î.
Íà ýòîé îêðóæíîñòè ðàñ-
ïîëîæåíû òî÷êè 1P  è 2P .
Èçâåñòíû óãëû, êîòîðûå
îáðàçóþò ñ íåêîòîðîé ôèê-
ñèðîâàííîé îñüþ ðàäèóñû
äàííîé îêðóæíîñòè, ïðî-
âåäåííûå â âåðøèíû îáîèõ
òðåóãîëüíèêîâ è â óêàçàí-
íûå òî÷êè. Òðåáóåòñÿ íàé-
òè óãîë ìåæäó ïðÿìûìè
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Ñèìñîíà äâóõ êîíôèãóðàöèé: (P
1
, A

1
B

1
C

1
) è (P

2
,

A
2
B

2
C

2
) (ðèñ.8).

Ðåøåíèå. Ïóñòü 1α  – óãîë ìåæäó 1OA  è îñüþ, 2α  –
óãîë ìåæäó 2OA  è îñüþ, 1β  – óãîë ìåæäó 1OB  è îñüþ,

2β  – óãîë ìåæäó 2OB  è îñüþ, 1γ  – óãîë ìåæäó 1OC
è îñüþ, 2γ  – óãîë ìåæäó 2OC  è îñüþ, 1δ  – óãîë ìåæäó

1OP  è îñüþ, 2δ  – óãîë ìåæäó 2OP  è îñüþ.
Ïåðåìåñòèì òî÷êè 1A , 1B , 1C  â òî÷êè 2A , 2B , 2C

ñîîòâåòñòâåííî è òî÷êó 1P  â òî÷êó 2P . Òîãäà ðàäèóñû,
ïðîâåäåííûå â ýòè òî÷êè, ïîâåðíóòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà
óãëû 2 1α α- , 2 1β β- , 2 1γ γ- , 2 1δ δ- . Ïðè êàæäîì èç
òàêèõ ïåðåìåùåíèé ïðÿìàÿ Ñèìñîíà, ñîãëàñíî (7) è
(9), ïîâåðíåòñÿ íà óãëû ( )2 10,5 α α- , ( )2 10,5 β β- ,

( )2 10,5 γ γ- , ( )1 20,5 δ δ- . Âñëåäñòâèå òàêèõ ïåðåìåùå-
íèé ïðÿìàÿ Ñèìñîíà ïåðâîé êîíôèãóðàöèè ( 1s ) ñîâìå-
ñòèòñÿ ñ ïðÿìîé Ñèìñîíà âòîðîé êîíôèãóðàöèè ( 2s ).
Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (7) è (9), óãîë ìåæäó ïðÿìûìè 1s

è 2s  íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

( ) ( ) ( )( )( )
1 2, 2 2 2 1 1 1 1 20,5s sϕ α β γ α β γ δ δ= + + - + + + - .

 (10)

Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷åííûé óãîë ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëü-
øå 180° èëè ìåíüøå 0°. Â òàêîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî íàøåé
äîãîâîðåííîñòè, ìû ìîæåì ïðèáàâëÿòü èëè âû÷èòàòü
ïî 180° èç ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà, ïîêà íå ïðèäåì ê
óãëó â ïðîìåæóòêå îò 0° äî 180°.

Çàäà÷à 4. Õîðäà PQ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåó-
ãîëüíèêà ABC ïåðïåíäèêóëÿðíà ñòîðîíå ÂÑ (ðèñ.9).
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ Ñèìñîíà s êîíôèãóðàöèè (Ð,

ABC) ïàðàëëåëüíà ïðÿ-
ìîé ÀQ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðå-
ìåñòèì âåðøèíó À â òî÷êó
Ð è ïðèìåì ýòî ïîëîæå-
íèå êàê íà÷àëüíîå. Â ýòîì
ïîëîæåíèè òðåóãîëüíèêà
ÀÂÑ åãî âåðøèíà À ñîâïà-
äàåò ñ òî÷êîé Ð, à òî÷êè Â,
Ñ, 1P , Q îñòàþòñÿ íà ñâî-
èõ ìåñòàõ, çàäàííûõ óñ-
ëîâèåì (ðèñ.10). Â ýòîì
ñëó÷àå â òî÷êå Ð îêàæóòñÿ

òàêæå òî÷êè 3P  è 2P . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ s ñîâïà-
äåò ñ ïðÿìîé AQ, èíà÷å ãîâîðÿ, ýòè ïðÿìûå îáðàçóþò
óãîë 0°. Áóäåì òåïåðü ïåðåìåùàòü òî÷êó À ïî îêðóæíî-
ñòè; ïóñòü óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàäèóñà ÎA ðàâíà OAϕ� .

Òîãäà 
1

2
s OAϕ ϕ=� � . Íî óãëîâàÿ ñêîðîñòü õîðäû QA, êàê

áûëî ñêàçàíî ðàíüøå,

òàêæå ðàâíà ïîëîâèíå

óãëîâîé ñêîðîñòè ðàäè-

óñà ÎÀ: 
1

2
QA OAϕ ϕ=� � .

Ïîýòîìó ïðÿìàÿ s è ïðÿ-

ìàÿ AQ áóäóò îáðàçî-
âûâàòü óãîë 0° ïðè ëþ-

áîì ïîëîæåíèè òî÷êè À,
ò.å. áóäóò ïàðàëëåëüíû.

Çàäà÷à 5. ×åòûðåõóãîëüíèê ÀÂÑD âïèñàí â îêðóæ-
íîñòü. Íà òðè åãî ñòîðîíû AÂ, ÀD, ÂÑ èç òî÷êè Ð
ýòîé îêðóæíîñòè îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû 1PP , 2PP ,

3PP  ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå óãîë 2 1 3P PP .
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 1) òî÷êà Ð íàõî-

äèòñÿ íà îäíîé èç äóã AD, DC, CB ; 2) òî÷êà Ð
íàõîäèòñÿ íà äóãå ÀÂ (êàæäûé ðàç äóãè íå ñîäåðæàò
âåðøèí ÷åòûðåõóãîëüíèêà).

Ñëó÷àé 1 (ðèñ.11). Îòðåçîê 1 2PP  – ýòî îòðåçîê
ïðÿìîé Ñèìñîíà òðåóãîëüíèêà ABD, à îòðåçîê 1 3PP  –
îòðåçîê ïðÿìîé Ñèìñîíà
òðåóãîëüíèêà ABC. Ïåð-
âûé òðåóãîëüíèê ïîëó÷à-
åòñÿ èç âòîðîãî ïåðåìåùå-
íèåì òî÷êè Ñ ïî îêðóæíî-
ñòè äî ñîâïàäåíèÿ åå ñ òî÷-
êîé D, ò.å. ïîâîðîòîì ðà-
äèóñà ÎÑ íà óãîë

OC DOCΔϕ = – . Ïðè òà-
êîì ïîâîðîòå ñòîðîíû âòî-
ðîãî òðåóãîëüíèêà ÀÑ è
ÂÑ ïîâîðà÷èâàþòñÿ íà
îäèíàêîâûå óãëû: DAC DBC α– = – = . Íà òàêîé æå
óãîë (ñîãëàñíî (6)) ïîâåðíåòñÿ è ïðÿìàÿ Ñèìñîíà.
Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé óãîë 2 1 3P PP  òàêæå ðàâåí α .

Òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ, êîãäà òî÷êà Ð ëåæèò
íà äóãå ÂÑ èëè íà äóãå CD.

Ñëó÷àé 2 (ðèñ.12). Â ýòîì ñëó÷àå óãîë 2 1 3P PP  îáðà-
çîâàí îòðåçêàìè ïðÿìûõ Ñèìñîíà òðåóãîëüíèêà ABD
(îòðåçîê 1 2PP ) è òðåóãîëüíèêà BCD (îòðåçîê 1 3PP ).
Ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè Ñ â òî÷êó D îòðåçîê 1 3PP  (òàê
æå, êàê è â ñëó÷àå 1)
ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë
α . Ïðè ýòîì óãîë

2 1 3P PP  ïðåâðàùàåòñÿ â
ðàçâåðíóòûé, è ïðÿìûå
Ñèìñîíà îïÿòü æå ñî-
âïàäàþò.

Èñêîìûé óãîë ðàâåí
òåïåðü ðàçíîñòè ðàçâåð-
íóòîãî óãëà è âïèñàííî-
ãî óãëà α , îïèðàþùå-
ãîñÿ íà äóãó CD. Êàê
ìû äîãîâîðèëèñü, òàêîé óãîë ìû ñ÷èòàåì îäèíàêîâûì
ñ óãëîì α .

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â íåñêîëüêî äðó-
ãîì âèäå. Ïóñòü äëèíû ñòîðîí ÂÑ, CD, DA, ÀÂ
âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà AÂCD ðàâíû 1a , 2a ,

3a , 4a  ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü, äàëåå, òî÷êà Ð ëå-
æèò íà äóãå, êîòîðóþ ñòÿ-
ãèâàåò îäíà èç ñòîðîí ÷å-
òûðåõóãîëüíèêà, ñêàæåì
ñòîðîíà DA. Íà ñòîðîíû
äàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà ñïðîåêòèðóåì òî÷êó Ð,
è ïóñòü 1P  – åå ïðîåêöèÿ
íà ñòîðîíó DA, 2P  – íà
ñòîðîíó ÀÂ, 3P  – íà ñòî-
ðîíó ÂÑ, 4P  – íà ñòîðîíó

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12
Ðèñ. 9

Ðèñ. 10 Ðèñ. 13



CD (ðèñ.13). Îáîçíà÷èì óãëû ïðè âåðøèíàõ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà 1 2 3 4PP P P  êàê 1α , 2α , 3α , 4α  ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïðè ýòîì óãîë 1α  äîïîëíÿåò óãîë 1P  ýòîãî ÷åòûðå-
õóãîëüíèêà äî 360°, à äðóãèå óãëû iα  ïðèíàäëåæàò
åìó. Òîãäà âåðíà ñâîåîáðàçíàÿ «òåîðåìà ñèíóñîâ», à
èìåííî:

1 1 2 2 3 3 4 4sin sin sin sin 2a a a a Rα α α α= = = = ,

ãäå R – ðàäèóñ äàííîé îêðóæíîñòè.
Çàäà÷à 6. Èç òî÷êè Ð îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà

ÀÂÑ îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû íàêëîííûå 1PP , 2PP ,

3PP  íà åãî ñòîðîíû ïîä ðàâíûìè è îäèíàêîâî îðèåí-
òèðîâàííûìè óãëàìè α
(ðèñ.14). Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êè 1P , 2P , 3P  ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòî îáîá-
ùåííàÿ ïðÿìàÿ Ñèìñîíà.
Íàçîâåì åå àëüôà-ïðÿìîé
Ñèìñîíà è áóäåì îáîçíà-
÷àòü êàê sα .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ðå-
øåíèè ýòîé çàäà÷è áóäåì
äåéñòâîâàòü òàê æå, êàê ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è 1.

Òî÷êè À, Ð, 3P , 2P  ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè, ïî-
ñêîëüêó óãëû 2AP P , 3AP P
îäèíàêîâû. Ïðè ïåðåìåùå-
íèè òî÷êè Ñ ïî äàííîé îê-

ðóæíîñòè ïåðâûå òðè òî÷êè íåïîäâèæíû, à òî÷êà 2P
ïåðåìåùàåòñÿ. Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå (2), ïðè ýòîì
ïåðåìåùåíèè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 

3 2 2P P APϕ ϕ=� � . Íî
ïðÿìàÿ 2AP  òà æå ñàìàÿ, ÷òî è ïðÿìàÿ ÀÑ. Ïîýòîìó
ìîæíî çàïèñàòü òàê: 

3 2 2P P AP ACϕ ϕ ϕ= =� � � .
Òî÷íî òàê æå òî÷êè Â, Ð, 3P , 1P  ëåæàò íà îäíîé

îêðóæíîñòè, è ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè Ñ âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà 

3 1P P BC ACϕ ϕ ϕ= =� � � .
Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî óãëîâûå

ñêîðîñòè îòðåçêîâ 3 2P P  è 3 1P P  ðàâíû. Â ìîìåíò,
êîãäà òî÷êà Ñ ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Ð, ýòè îòðåçêè
ñîâïàäàþò, áîëåå îáùî – ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Ïîýòîìó îíè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è ïðè ëþáîì
ïîëîæåíèè òî÷êè Ñ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ 3 2P P , êàê è ïðÿìàÿ 3 1P P , – ýòî
è åñòü ïðÿìàÿ sα , ïîýòîìó ìû ìîæåì íàïèñàòü òàêîå
ðàâåíñòâî: s AC BCα

ϕ ϕ ϕ= =� � � . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ïåðåìåùåíèè âåðøèíû Ñ òðåóãîëüíèêà ABC ïî îêðóæ-
íîñòè óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðÿìîé sα  íå çàâèñèò îò α .

Çàäà÷à 7. Äëÿ òî÷êè Ð è òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïîñò-
ðîåíû äâå ïðÿìûå Ñèìñîíà: àëüôà-ïðÿìàÿ sα  è áåòà-
ïðÿìàÿ sβ  (α β> ). Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó ýòèìè
ïðÿìûìè ðàâåí α β- .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäûäóùåé çàäà÷å áûëî ïîëó÷å-
íî ðàâåíñòâî s ACα

ϕ ϕ=� � . Òàê êàê óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ïðÿìîé Ñèìñîíà íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû óãëà íàêëîíà,
òî ìîæíî íàïèñàòü è òàêîå ðàâåíñòâî: s ACβ

ϕ ϕ=� � .
Çíà÷èò, s sα β

ϕ ϕ=� � . Òàê êàê óãëîâûå ñêîðîñòè ïðÿìûõ
sα  è sβ  ðàâíû, òî óãîë ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè îñòàåòñÿ
ïîñòîÿííûì. Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ðàññìîòðèì ïîëîæå-
íèå, ïðè êîòîðîì òî÷êà Ñ ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Ð (ðèñ.15).
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Ðèñ. 14

Ðèñ. 15

Â ýòîé æå òî÷êå îêàæóòñÿ òàêæå òî÷êè 2P  è 1P  –
îñíîâàíèÿ α -íàêëîííûõ, ïðîâåäåííûõ èç òî÷êè Ð íà
ñòîðîíû ÀÑ, ÂÑ òðåóãîëüíèêà, è òî÷êè 2K  è 1K  –
îñíîâàíèÿ β -íàêëîííûõ, ïðîâåäåííûõ èç òî÷êè Ð íà
ýòè æå ñòîðîíû. Ïðÿìûå sα  ( 3PP ) è sβ  ( 3PK )
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ð. Èç òðåóãîëüíèêà 3 3PK P

âèäíî, ÷òî óãîë 3 3P PK  ìåæäó ïðÿìûìè sα  è sβ  ðàâåí
α β- .
Çàäà÷à 8. Ïóñòü òî÷êè Ð è Q ëåæàò íà îêðóæíîñ-

òè, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå,
÷òî ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè Ñ ïî äàííîé îêðóæíîñòè
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðÿìûõ Ñèìñî-
íà Ps  è Qs  îïèñûâàåò îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êè 3P  è 3Q  – ïðîåêöèè
òî÷åê Ð è Q íà ñòîðîíó ÀÂ ñîîòâåòñòâåííî, Ps  è Qs  –
ïðÿìûå Ñèìñîíà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå òî÷êàì Ð è Q
(ðàçóìååòñÿ, ýòè ïðÿìûå
ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè 3P  è

3Q  ñîîòâåòñòâåííî; ðèñ.
16).

Ïóñòü, äàëåå, óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ðàäèóñà ÎÑ ðàâ-
íà OCϕ� . Òîãäà óãëîâûå
ñêîðîñòè ïðÿìûõ Ps  è Qs

ðàâíû 
1

2
OCϕ� , ïîýòîìó

óãîë α  ìåæäó íèìè íå
ìåíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó òî÷-
êè 3P  è 3Q  ïðÿìûõ Ñèì-
ñîíà íåïîäâèæíû ïðè äàí-
íîì ïåðåìåùåíèè òî÷êè Ñ, à óãîë α  ìåæäó íèìè íå
ìåíÿåòñÿ, òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ Ps  è Qs  áóäåò
ïåðåìåùàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-
êè 3P  è 3Q .

Çàäà÷à 9. Ïóñòü â óñëîâèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è
äîïîëíèòåëüíî ñêàçàíî, ÷òî òî÷êè Ð è Q äèàìåòðàëü-
íî ïðîòèâîïîëîæíû. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê 3 3P Q  –
äèàìåòð îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé ïåðåìåùàåòñÿ òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ Ñèìñîíà Ps  è Qs .

Ðåøèòå ýòó çàäà÷ó ñàìîñòîÿòåëüíî.
Çàäà÷à 10. Ïóñòü çàäàíà êîíôèãóðàöèÿ (Ð, ABC) è

ïóñòü 1P , 2P , 3P  – ïðîåêöèè òî÷êè Ð íà ïðÿìûå ÂÑ,
ÀÑ, ÀÂ ñîîòâåòñòâåííî. Èç òî÷êè Ð ïðîâåäåíû
òàêæå ïåðïåíäèêóëÿðû 1PK , 2PK , 3PK  íà êàñàòåëü-
íûå ê äàííîé îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûå ñîîòâåò-
ñòâåííî ÷åðåç âåðøèíû À, Â, Ñ äàííîãî òðåóãîëüíèêà
(íà ðèñóíêå 17 ýòè ïåðïåíäèêóëÿðû è ïåðïåíäèêóëÿ-

Ðèñ. 16
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Ðèñ. 18

ðû 1PP , 2PP , 3PP  íå
ïîêàçàíû). Äîêàæè-
òå ïîäîáèå òðåóãîëü-
íèêîâ ABC, 1 3 2K P P ,

2 1 3K PP , 3 2 1K P P .
Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì, ê ïðèìåðó,
ïîäîáèå òðåóãîëüíè-
êîâ ABC è 3 2 1K P P
(ñì. ðèñ.17). Ïåðåìå-
ñòèì òî÷êó Â â òî÷êó
Ñ, îáîçíà÷èâ åå íîâîå
ïîëîæåíèå (äëÿ óäîá-
ñòâà) êàê 1B  (òåì ñà-

ìûì, òî÷êà 1B  è òî÷êà Ñ – îäíà è òà æå). Òîãäà
òðåóãîëüíèê ABÑ âûðîæäàåòñÿ â «òðåóãîëüíèê» 1ABC ,
ó êîòîðîãî äâå ñòîðîíû ÀÑ è 1AB  ñîâïàäàþò, à «òðåòüÿ

ñòîðîíà» 1BC  èìååò íóëå-
âóþ äëèíó (ðèñ.18). Êðî-
ìå òîãî, ïðÿìàÿ ÂÑ â ïðå-
äåëüíîì ïîëîæåíèè íà-
ïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíîé

1CC .
Îòðåçîê 2 3P K  ëåæèò íà

ïðÿìîé Ñèìñîíà «òðåó-
ãîëüíèêà» 1ABC . Óãîë
CAB ðàâåí óãëó ìåæäó êà-
ñàòåëüíîé 3CK  è ïðÿìîé
ÂÑ (è ðàâåí α ). Ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî «òðåó-
ãîëüíèê» 1ABC  ïîëó÷èë-
ñÿ èç òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ

ïîâîðîòîì ñòîðîí ÀÂ è ÑÂ íà óãîë α . Íî òîãäà è óãîë
ìåæäó ïðÿìûìè Ñèìñîíà 2 1P P  è 2 3P K  äëÿ òðåóãîëüíè-
êà ABC è «òðåóãîëüíèêà» 1ABC  ñîîòâåòñòâåííî ðàâåí
α : 3 2 1K P P α– = .
Òåïåðü ïåðåìåñòèì òî÷êó À â òî÷êó Â. Òîãäà «òðåó-

ãîëüíèê» 1CAB  îáðàòèòñÿ â «òðåóãîëüíèê» 1CBB . Ïðè
ýòîì ñòîðîíû ÑÀ è 1B A  ïîâåðíóòñÿ íà óãîë γ . Íà ýòîò
æå óãîë ïîâåðíåòñÿ è ïðÿìàÿ Ñèìñîíà 2 3P K  «òðåóãîëü-
íèêà» 1CAB , ò.å. 1 3 2PK P γ– = .

Íî òîãäà òðåóãîëüíèêè ABC è 2 3 1P P P  ïîäîáíû ïî
äâóì óãëàì α  è γ .

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ

1 3 2K P P  è 2 1 3K PP  òðåóãîëüíèêó ABC.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íîãî ðåøåíèÿ ìû ïðåä-
ëàãàåì âàì òàêèå çà-
äà÷è.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü òî÷êà P ëåæèò
íà îêðóæíîñòè, îïèñàí-
íîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà
ABC, è 1P , 2P , 3P  –
òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå òî÷-
êå Ð îòíîñèòåëüíî ñòîðîí
ÀÂ, ÀÑ, ÂÑ òðåóãîëüíèêà
ÀÂÑ ñîîòâåòñòâåííî. Äî-
êàæèòå, ÷òî òî÷êè 1P , 2P ,

3P  ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îðòîöåíòð H
òðåóãîëüíèêà ABC (ðèñ.19).

2. Ó òðåóãîëüíèêîâ 1 1ABC  è 2 2AB C , âïèñàííûõ â äàííóþ
îêðóæíîñòü, ñòîðîíû 1 1BC  è 2 2B C  ïàðàëëåëüíû. Äëÿ òî÷êè Ð
íà ýòîé îêðóæíîñòè ïîñòðîåíû ïðÿìûå Ñèìñîíà ýòèõ òðåóãîëü-
íèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ïàðàëëåëüíû.

3. B äàííóþ îêðóæíîñòü âïèñàíû äâà òðåóãîëüíèêà: 1A BC  è

2A BC . Íà ýòîé æå îêðóæíîñòè âçÿòû òî÷êè 1P  è 2P . Ïðè ýòîì
äóãè 1 1A P  è 2 2A P  ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå Ñèìñîíà äâóõ
êîíôèãóðàöèé ( 1 1,P A BC ) è ( 2 2,P A BC ) ïàðàëëåëüíû.

4. Ãäå äîëæíà áûòü ðàñïîëîæåíà òî÷êà Ð, ëåæàùàÿ íà
îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, ÷òîáû ïðÿìàÿ
Ñèìñîíà êîíôèãóðàöèè (Ð,  ÀÂÑ) ñîäåðæàëà ñòîðîíó ÀÂ?

5. ×åòûðåõóãîëüíèê 1 2 3 4A A A A  âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíò-
ðîì Î è ïîñòðîåíû ÷åòûðå ïðÿìûå Ñèìñîíà 1 2 3 4, , ,s s s s  (ïðÿ-
ìàÿ 1s  ýòî ïðÿìàÿ Ñèìñîíà äëÿ êîíôèãóðàöèè ( 1 2 3 4,A A A A );
àíàëîãè÷íî çàäàþòñÿ ïðÿìûå 2 3 4, ,s s s ). Äîêàæèòå, ÷òî óãîë
ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè ïðÿìûìè èç ýòèõ ÷åòûðåõ ðàâåí óãëó
ìåæäó ðàäèóñàìè, ïðîâåäåííûìè â ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû,
ò.å. , ,i j j is s OA OA

ϕ ϕ= .
6. Ïÿòèóãîëüíàÿ çâåçäà 1 2 3 4 5A A A A A  âïèñàíà â îêðóæíîñòü.

Òî÷êè 1 2 3 4 5, , , ,P P P P P  – ïðîåêöèè òî÷êè Ð ýòîé îêðóæíîñòè íà
ñòîðîíû çâåçäû 3 4A A , 4 5A A , 5 1A A , 1 2A A , 2 3A A  ñîîòâåòñòâåí-
íî. Íàéäèòå óãëû ïðè âåðøèíàõ ïÿòèóãîëüíèêà 1 2 3 4 5PP P P P .

Ëþáîïûòíî çàìåòèòü, ÷òî àâòîðû íàáëþäàëè çà ïî-
âåäåíèåì ïðÿìîé Ñèìñîíà íà êîìïüþòåðå ñ ïîìîùüþ
ïðîãðàììíîãî ïàêåòà Geometer Sketchpad. Ìû ñìîãëè
âîî÷èþ óáåäèòüñÿ â íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åí-
íûõ íà áóìàãå. Íàïðèìåð:

1) êîãäà ïî îêðóæíîñòè äâèæåòñÿ òî÷êà Ð, òî ïðÿìàÿ
Ñèìñîíà âðàùàåòñÿ â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ âðà-
ùåíèþ ðàäèóñà ÎÐ;

2) â ñëó÷àå, êîãäà âðàùàåòñÿ âåñü òðåóãîëüíèê,
ïðÿìàÿ Ñèìñîíà âðàùàåòñÿ â òó æå ñòîðîíó, îáãîíÿÿ
åãî.

Íî ìû óâèäåëè è òî, ÷òî íàì íå ïðèõîäèëî â ãîëîâó
ïðè «áóìàæíîé» ðàáîòå. Îäèí èç òàêèõ ïðèìåðîâ –
ïðè âðàùåíèè îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ( è ïðè
íåïîäâèæíûõ òðåòüåé âåðøèíå òðåóãîëüíèêà è òî÷êå
Ð) ïðÿìàÿ Ñèìñîíà ìîæåò âûõîäèòü çà ïðåäåëû äàí-
íîé îêðóæíîñòè è íàõîäèòüñÿ òàì äîâîëüíî äîëãî.
Ïîýòîìó âîçíèêëà òàêàÿ çàäà÷à.

Óïðàæíåíèå 7. à) Ïðè êàêîì óñëîâèè ïðÿìàÿ Ñèìñîíà
ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê äàííîé îêðóæíîñòè? (Àâòîðû çíàþò
îòâåò òîëüêî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.) á) Ñêîëüêî ðàç çà îäèí
ïîâîðîò ñòîðîíû ïðÿìàÿ Ñèìñîíà îêàæåòñÿ êàñàòåëüíîé ê
äàííîé îêðóæíîñòè? â) Êàêîå ïîëîæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê
äàííîé îêðóæíîñòè (ïåðåñåêàåòñÿ, íå èìååò îáùèõ òî÷åê) èìååò
ïðÿìàÿ Ñèìñîíà â ïðîìåæóòêå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè
ìîìåíòàìè êàñàíèÿ?

Ìû ïðåäëàãàåì âàì çàäóìàòüñÿ è íàä òàêèì ïàðàäîê-
ñîì. Ïðè äâèæåíèè òî÷êè Ð ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
Î è íåïîäâèæíîì òðåóãîëüíèêå ABC, âïèñàííîì â ýòó
îêðóæíîñòü, óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðÿìîé Ñèìñîíà âäâîå
ìåíüøå óãëîâîé ñêîðîñòè ðàäèóñà ÎÐ. Åñëè æå òî÷êà
Ð íåïîäâèæíà, à âðàùàåòñÿ âîêðóã öåíòðà Î òðåóãîëü-
íèê ABC (ñ òîé æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ñ êîòîðîé ïåðåä
ýòèì âðàùàëñÿ ðàäèóñ ÎÐ), òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðÿ-
ìîé Ñèìñîíà â ïîëòîðà ðàçà áîëüøå óãëîâîé ñêîðîñòè
òðåóãîëüíèêà. Âåäü èíòóèòèâíî êàæåòñÿ, ÷òî íåò ðàç-
íèöû â òîì, ÷òî âðàùàåòñÿ: ðàäèóñ èëè òðåóãîëüíèê.
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Óíèâåðñèòåòû Àâñòðèè
È Ç  È Ñ Ò Î Ð È È  Í À Ó Ê È

È
Ç  ÂÎÑÜÌÈ  ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÕ  ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅ-
òîâ Àâñòðèè – ÷åòûðå ñòàðåéøèõ. Ýòî óíèâåðñèòå-

òû Âåíû (1365 ã.), Èíñáðóêà (1569 ã.), Ãðàöà (1585 ã.)
è Çàëüöáóðãà (1622 ã.). Âñå îíè ñûãðàëè âûäàþùóþñÿ
ðîëü â ðàçâèòèè ñâîèõ ïðîâèíöèé è ñòðàíû â öåëîì. Èõ
èñòîðè÷åñêèå ïóòè âî ìíîãîì ñõîæè, õîòÿ ìåæäó íèìè
âñåãäà èìåëèñü è ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ.

Óíèâåðñèòåò Èíñáðóêà ïðîñëåæèâàåò ñâîþ èñòîðèþ
îò Èåçóèòñêîé øêîëû, õîòÿ ïðàâà óíèâåðñèòåòà îí
ïîëó÷èë îò èìïåðàòîðà Ëåîïîëüäà I ëèøü â 1570 ãîäó.
Äâàæäû çàòåì ýòîò óíèâåðñèòåò ðàñïóñêàëñÿ è ñîáè-
ðàëñÿ âíîâü, ïîêà èìïåðàòîð Ôðàíö I îêîí÷àòåëüíî íå
çàêðåïèë åãî ñòàòóñ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ Êîðîëåâñêèé
Èìïåðàòîðñêèé Ëåîïîëüäà Ôðàíöà óíèâåðñèòåò Èí-
ñáðóêà íîñèò èìåíà îáîèõ èìïåðàòîðîâ.

Óíèâåðñèòåò Ãðàöà îáÿçàí ñâîåìó ïðåîáðàçîâàíèþ èç
Èåçóèòñêîãî êîëëåäæà âåëèêîìó ãåðöîãó ïðîâèíöèè
Øòåéåðìàðê Êàðëó, à òàêæå áëàãîñêëîííîñòè ïàïû
Ñèêñòà V è èìïåðàòîðà Ðóäîëüôà II. Çà ñâîþ áîëåå ÷åì
÷åòûðåõâåêîâóþ èñòîðèþ Êàðëà Ôðàíöà óíèâåðñè-
òåò Ãðàöà íå ðàç èñïûòûâàë òðóäíûå âðåìåíà è äàæå
ïðåîáðàçîâûâàëñÿ â ëèöåé, ïîêà â 1827 ãîäó îêîí÷à-
òåëüíî íå îáðåë óíèâåðñèòåòñêîãî ñòàòóñà óêàçîì èìïå-
ðàòîðà Ôðàíöà I.

Óíèâåðñèòåò Çàëüöáóðãà âíîâü îòêðûë ñâîè äâåðè
ëèøü â 1962 ãîäó, íî íîñèò èìÿ ñâîåãî îñíîâàòåëÿ –
ïðèíöà-àðõèåïèñêîïà Ïàðèñà Ëîäðîíà. Â 1622 ãîäó
ñîñòîÿëîñü òîðæåñòâåííîå îòêðûòèå ýòîãî óíèâåðñèòå-
òà, ïðè÷åì îí ïîëüçîâàëñÿ òîãäà òåìè æå èìïåðñêèìè
ïðèâèëåãèÿìè, ÷òî è óíèâåðñèòåòû Ãåðìàíèè, Ôðàí-
öèè è Èòàëèè. Âðåìåííàÿ àííåêñèÿ Çàëüöáóðãà Áàâà-
ðèåé âî âðåìåíà íàïîëåîíîâñêèõ âîéí ïðèâåëà ê ïðè-
îñòàíîâêå, à çàòåì è çàêðûòèþ ýòîãî óíèâåðñèòåòà.

Áåçóñëîâíûì ëèäåðîì ñðåäè àâñòðèéñêèõ óíèâåðñè-
òåòîâ â îáëàñòè êóëüòóðû, íàóêè è îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ Âåíñêèé óíèâåðñèòåò.

Ðàçâèòèå Âåíû êàê ïîëèòè÷åñêîãî, ýêîíîìè÷åñêîãî è
êóëüòóðíîãî öåíòðà áóäóùåé Àâñòðèéñêîé èìïåðèè
çàíèìàëî öåíòðàëüíîå ìåñòî â àìáèöèîçíûõ ïëàíàõ
ãåðöîãà Ðóäîëüôà IV, è 12 ìàðòà 1365 ãîäà îí ñàíêöè-
îíèðîâàë îñíîâàíèå Âåíñêîãî óíèâåðñèòåòà êàê öåíòðà
ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ äîêòîðñêîãî óðîâíÿ ïî âñåì
«äîçâîëåííûì» äèñöèïëèíàì. Ýòîò ïðîåêò áûë ðàòè-
ôèöèðîâàí ïàïîé Óðáàíîì V 18 èþíÿ 1365 ãîäà,
êîòîðûé, îäíàêî, íå ïîçâîëèë îòêðûòü òåîëîãè÷åñêèé
ôàêóëüòåò. (Ïðè÷èíîé îòêàçà, âîçìîæíî, ñòàëî âìåøà-
òåëüñòâî èìïåðàòîðà Êàðëà IV, íå æåëàâøåãî êîíêó-
ðåíöèè íåäàâíî ñîçäàííîìó Ïðàæñêîìó óíèâåðñèòå-
òó.) Òîëüêî â 1384 ãîäó ãåðöîãó Àëüáðåõòó III óäàëîñü
ðàñøèðèòü óíèâåðñèòåò äî ÷åòûðåõ ôàêóëüòåòîâ –
òåîëîãèè, þðèñïðóäåíöèè, ìåäèöèíû («âûñøèå ôà-

êóëüòåòû») è èçÿùíûõ èñêóññòâ (âïîñëåäñòâèè ôà-
êóëüòåò ôèëîñîôèè), ïî îáðàçó è ïîäîáèþ Ïàðèæñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãåîãðàôè÷åñêèì ïðèíöèïîì, ñòó-
äåíòû Âåíñêîãî óíèâåðñèòåòà ïîäðàçäåëÿëèñü íà ÷åòû-
ðå «àêàäåìè÷åñêèå íàöèè». Àâñòðèéñêàÿ íàöèÿ âêëþ-
÷àëà ñòóäåíòîâ ñ òåððèòîðèé, êîíòðîëèðóåìûõ Ãàáñ-
áóðãàìè, à òàêæå èç Èòàëèè è Øâåéöàðèè. Ðåéíñêàÿ
íàöèÿ ïðåäñòàâëÿëà ñòóäåíòîâ èç Áàâàðèè, Øâàáèè,
Ôðàíêîíèè, Íèæíåãî Ðåéíà è Çàïàäíîé Åâðîïû. Âåí-
ãåðñêàÿ íàöèÿ âêëþ÷àëà íå òîëüêî âåíãðîâ, íî è
ñòóäåíòîâ èç Áîãåìèè, Ìîðàâèè, Ïîëüøè è äðóãèõ
ñëàâÿíñêèõ çåìåëü. Íàêîíåö, Ñàêñîíñêàÿ íàöèÿ áûëà
ïðåäñòàâëåíà ñòóäåíòàìè èç Ñåâåðíîé Ãåðìàíèè, Ñêàí-
äèíàâèè è Áðèòàíñêèõ îñòðîâîâ. Òàêîå ïîäðàçäåëåíèå,
ââåäåííîå â 1384 ãîäó, ñîõðàíÿëîñü äî 1838 ãîäà.

Ñòàðåéøèé ñðåäè ãåðìàíîÿçû÷íûõ óíèâåðñèòåòîâ,
Âåíñêèé óíèâåðñèòåò ðàçâèâàëñÿ î÷åíü ñòðåìèòåëüíî.
Óæå â XV âåêå îí íàáèðàë íàèáîëüøåå ÷èñëî ñòóäåíòîâ
âî âñåé Ñâÿùåííîé Ðèìñêîé èìïåðèè. Ñòóäåíòû òîãî
âðåìåíè áûëè ñóùåñòâåííî ìîëîæå íûíåøíèõ. Íà
ôàêóëüòåò èçÿùíûõ èñêóññòâ îíè ïîñòóïàëè â âîçðàñòå
14–16 ëåò ïðè óñëîâèè çíàíèÿ ëàòûíè, íà êîòîðîé è
âåëîñü ïðåïîäàâàíèå. Èñïîëüçîâàíèå ëàòûíè â ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè òîãî âðåìåíè, â ÷àñòíîñòè â
ìåäèöèíå è þðèñïðóäåíöèè, èìåëî ãëóáîêèå êîðíè.
Åùå åãèïåòñêèå æðåöû äðåâíîñòè èñïîëüçîâàëè îñîáûé
ÿçûê è òàéíóþ ñèñòåìó çíàêîâ äëÿ çàùèòû ñâîèõ çíàíèé
îò íåïîñâÿùåííûõ. Íàêîïëåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ
çíàíèé íà ôàêóëüòåòå èçÿùíûõ èñêóññòâ áûëî íåîáõî-
äèìûì äëÿ äîïóñêà ê îáó÷åíèþ íà îäíîì èç «âûñøèõ
ôàêóëüòåòîâ». Ëèøü ìàëàÿ ÷àñòü ñòóäåíòîâ ïîëó÷àëà
òàêîé äîïóñê, è óæ ñîâñåì íåìíîãèå äîñòèãàëè àêàäå-
ìè÷åñêèõ ñòåïåíåé. Áîëüøèíñòâî âûïóñêíèêîâ óäîâ-
ëåòâîðÿëèñü ñòåïåíüþ áàêàëàâðà, èìåÿ êîòîðóþ ìîæíî
áûëî ïðåòåíäîâàòü è íà ñòåïåíü ìàãèñòðà â èçÿùíûõ
èñêóññòâàõ. Ìàãèñòðû èìåëè ïðàâî è áûëè îáÿçàíû â
òå÷åíèå äâóõ ëåò ïðåïîäàâàòü íà ñâîåì ôàêóëüòåòå. Â
ýòî æå âðåìÿ îíè ìîãëè îáó÷àòüñÿ íà îäíîì èç «âûñøèõ
ôàêóëüòåòîâ», ãäå òàêæå ìîæíî áûëî äîñòè÷ü ñòåïåíåé
áàêàëàâðà, ëèöåíöèàòà è äîêòîðà.

Ñòðóêòóðà Âåíñêîãî óíèâåðñèòåòà, òèïè÷íàÿ äëÿ
ñðåäíåâåêîâûõ óíèâåðñèòåòîâ Åâðîïû, äåðæàëàñü íà
ñòðîãîé èåðàðõèè, õîòÿ è ïðåäóñìàòðèâàëà âûáîðíîñòü
ðóêîâîäÿùèõ îðãàíîâ. Íà âåðøèíå ýòîé ïèðàìèäû
íàõîäèëñÿ ðåêòîð, à âíèçó, êàê è ïîëîæåíî, áûëè
ñòóäåíòû. Ñòóäåíòû Âåíñêîãî óíèâåðñèòåòà, ïðèíàäëå-
æàâøèå ê îäíîé èç «àêàäåìè÷åñêèõ íàöèé», âûáèðàëè
ñâîåãî ïðîêóðàòîðà. Ïðîêóðàòîðû, â ñâîþ î÷åðåäü,
èçáèðàëè ðåêòîðà. Äîêòîðà è ìàãèñòðû ñîñòàâëÿëè
êîðïóñ êàæäîãî ôàêóëüòåòà è êàæäûé ñåìåñòð âûáèðà-
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ëè èç ñâîåãî ñîñòàâà äåêàíîâ. Äåêàíû ôàêóëüòåòîâ,
íàðÿäó ñ ïðîêóðàòîðàìè «àêàäåìè÷åñêèõ íàöèé», âõî-
äèëè â ñîñòàâ Ó÷åíîãî ñîâåòà, êîòîðûé âîçãëàâëÿë
ðåêòîð. Äëÿ ðåøåíèÿ ñòðàòåãè÷åñêè âàæíûõ âîïðîñîâ
óíèâåðñèòåòñêîé æèçíè ñîáèðàëàñü Àññàìáëåÿ – ñîáðà-
íèå âñåõ ïðåïîäàâàòåëåé óíèâåðñèòåòà.

Âåíñêèé óíèâåðñèòåò, êàê è ëþáîé åâðîïåéñêèé óíè-
âåðñèòåò òîãî âðåìåíè, ïîëüçîâàëñÿ âñåìè àêàäåìè÷åñ-
êèìè ñâîáîäàìè è ïðàâàìè. Àâòîíîìèÿ óíèâåðñèòåòà
ïðåäóñìàòðèâàëà, ïðåæäå âñåãî, íåçàâèñèìîñòü îò ãî-
ñóäàðñòâà è öåðêâè. Ñîòðóäíèêè óíèâåðñèòåòà áûëè
îñâîáîæäåíû îò íàëîãîâ è âîåííîé ñëóæáû. Îíè
ïîä÷èíÿëèñü ñîáñòâåííîé þðèñäèêöèè, êîòîðóþ îñó-
ùåñòâëÿë ðåêòîð. Çàïèñü â óíèâåðñèòåòñêîì ìàòðèêóëå
áûëà ñâèäåòåëüñòâîì ïðèíàäëåæíîñòè ê «Ðåñïóáëèêå
øêîëÿðîâ».

Â ïåðèîä àáñîëþòèçìà Âåíñêèé óíèâåðñèòåò èñïîëü-
çîâàëñÿ äëÿ óêðåïëåíèÿ åäèíñòâà è îáúåäèíåíèÿ èìïå-
ðèè. Ïðîôåññîðà, ðàíåå ñâîáîäíûå ïðåïîäàâàòåëè,
ñòàëè ïîëó÷àòü êàôåäðû è âñïîìîùåñòâîâàíèå îò ãîñó-
äàðñòâà. Â 1623–1773 ãîäàõ ïðåïîäàâàíèå â Âåíñêîì
óíèâåðñèòåòå êîíòðîëèðîâàëîñü îðäåíîì Èåçóèòîâ, è
âñïîìîãàòåëüíàÿ ðîëü ôèëîñîôñêîãî ôàêóëüòåòà áûëà
äîâåäåíà äî êðàéíåé ÷åðòû. Îòêðûòèÿ åñòåñòâåííûõ
íàóê òîãî âðåìåíè ïðàêòè÷åñêè íå íàõîäèëè ìåñòà â
ó÷åáíûõ ïðîãðàììàõ, à ïðåïîäàâàíèå áûëî îòîðâàíî îò
íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé. Òîãäà æå, îäíàêî, ðàñöâåëî
áàðî÷íîå âåëèêîëåïèå óíèâåðñèòåòà. Åìó áûëè ïðåäî-
ñòàâëåíû íîâûå ðîñêîøíûå çäàíèÿ â ñòîëèöå èìïåðèè,
äîêòîðñêèå äèññåðòàöèè ñïîíñèðîâàëèñü èìïåðàòîðîì,
ñïåêòàêëè ñòóäåí÷åñêîãî òåàòðà ïîëüçîâàëèñü óñïåõîì
ó ïðîñâåùåííîé ïóáëèêè.

Âïëîòü äî íàñòóïëåíèÿ ýïîõè ïðîñâåùåíèÿ äîñòóï â
óíèâåðñèòåò áûë âîçìîæåí ëèøü äëÿ êàòîëèêîâ. Â
ãîäû ïðàâëåíèÿ Ìàðèè Òåðåçèè è Éîçåôà II áûëè
ïðåäïðèíÿòû ðåøèòåëüíûå øàãè ïî îñëàáëåíèþ âëèÿ-
íèÿ öåðêâè â óíèâåðñèòåòå. Ñ 1778 ãîäà ïðîòåñòàíòàì
áûëè ðàçðåøåíû äîêòîðñêèå ñòåïåíè, à â 1782 ãîäó
èìïåðàòîð Éîçåô II ðàçðåøèë äîêòîðàíòóðó ïî þðèñ-
ïðóäåíöèè è ìåäèöèíå åâðåÿì. Òåì íå ìåíåå, âïëîòü äî
íà÷àëà XX âåêà Âåíñêèé óíèâåðñèòåò îñòàâàëñÿ îïëî-
òîì êàòîëèöèçìà.

Âåíñêàÿ ðåâîëþöèÿ 1848 ãîäà, â êîòîðîé ñòóäåíòû è
âûïóñêíèêè óíèâåðñèòåòà ñûãðàëè ãëàâíóþ ðîëü, ïðè-
íåñëà äîëãîæäàííûå ðåôîðìû â îáðàçîâàíèè è íàó÷-
íûõ èññëåäîâàíèÿõ. Èõ óðîâåíü âî âñåõ äèñöèïëèíàõ
íåîáû÷àéíî âîçðîñ. Îñîáåííî áîëüøèõ óñïåõîâ ïðî-
ôåññîðà è âîñïèòàííèêè Âåíñêîãî óíèâåðñèòåòà äîñ-
òèãëè â ìåäèöèíå, ýêîíîìèêå, ñëàâèñòèêå, òåîðèè èñ-
êóññòâ, õèìèè, ôèçèêå è ìàòåìàòèêå.

Âåíñêàÿ øêîëà ôèçèêè ïðåäñòàâëåíà ìíîãèìè âûäà-
þùèìèñÿ ó÷åíûìè. Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò Âåíñêîãî
óíèâåðñèòåòà áûë îñíîâàí Êðèñòèàíîì Äîïëåðîì (1803–
1853). Ôèçèêàì õîðîøî èçâåñòåí ýôôåêò, íàçâàííûé
åãî èìåíåì. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷àñòîòà êîëåáà-
íèé, âîñïðèíèìàåìûõ êàêèì-ëèáî ïðèåìíèêîì, çàâè-
ñèò îò ñêîðîñòè, ñ êîòîðîé îòíîñèòåëüíî íåãî äâèæåòñÿ
èçëó÷àòåëü. Éîçåôà Ëîøìèäòà (1821–1895) ñäåëàëà
çíàìåíèòîé åãî ïóáëèêàöèÿ «Î ðàçìåðàõ ìîëåêóë

âîçäóõà». «×èñëî Ëîøìèäòà» – ÷èñëî ìîëåêóë â 3
1 “ì

èäåàëüíîãî ãàçà ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ – èãðàåò
ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ìîëåêóëÿðíîé òåîðèè ãàçîâ.
Ëþäâèã Áîëüöìàí (1844–1906) ðàçðàáîòàë êèíåòè÷åñ-
êóþ òåîðèþ ãàçîâ, îáîñíîâàë «çàêîí Ñòåôàíà–Áîëüö-
ìàíà» äëÿ èçëó÷àþùèõ òåë è âíåñ îïðåäåëÿþùèé
âêëàä â òåîðèþ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé. Òåîäîð
Îïïîëüöåð (1841–1886) ñ÷èòàåòñÿ êðóïíåéøèì òåîðå-
òèêîì àñòðîíîìèè ïîñëå Êåïëåðà. Åãî ïåðó ïðèíàäëå-
æàò ôóíäàìåíòàëüíûå òðóäû «Ðóêîâîäñòâî ïî îïðåäå-
ëåíèþ êîìåòíûõ îðáèò» è «Êàíîí çàòìåíèé». Ôèçèê è
ôèëîñîô Ýðíñò Ìàõ (1838–1916) èçâåñòåí â òî÷íûõ
íàóêàõ «÷èñëîì Ìàõà» – îòíîøåíèåì ñêîðîñòè òå÷åíèÿ
ê ñêîðîñòè çâóêà â òîé æå òî÷êå ïîòîêà. Ôðèäðèõ
Ãàçåíîðëü (1874–1915) áûë îäíèì èç ïèîíåðîâ ôèçèêè
íèçêèõ òåìïåðàòóð, à ñðåäè åãî ìíîãî÷èñëåííûõ ó÷åíè-
êîâ – íîáåëåâñêèé ëàóðåàò Ýðâèí Øð¸äèíãåð (Íîáå-
ëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ôèçèêå 1933 ãîäà).

Íàðÿäó ñî Øð¸äèíãåðîì â ñïèñîê íîáåëåâñêèõ ëàó-
ðåàòîâ, âûïóñêíèêîâ è ïðåïîäàâàòåëåé Âåíñêîãî óíè-
âåðñèòåòà, âõîäÿò Ðîáåðò Áàðàíè (Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ
ïî ìåäèöèíå 1914 ãîäà), Þëèóñ Âàãíåð-ßóðåãã (Íîáå-
ëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ìåäèöèíå 1927 ãîäà), Õàíñ Ôèøåð
(Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî õèìèè 1930 ãîäà), Êàðë
Ëàíäøòåéíåð (Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ìåäèöèíå 1930
ãîäà), Âèêòîð Ãåññ (Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ôèçèêå
1936 ãîäà), Îòòî Ëåâè (Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ìåäè-
öèíå 1936 ãîäà), Êîíðàä Ëîðåíö (Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ
ïî ìåäèöèíå 1973 ãîäà), Ôðèäðèõ ôîí Õàéåê (Íîáå-
ëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ýêîíîìèêå 1974 ãîäà).

Îäíèì èç çíàìåíèòåéøèõ âûïóñêíèêîâ Âåíñêîãî
óíèâåðñèòåòà ñòàë Çèãìóíä Ôðåéä (1856–1939). Îí
èçó÷àë ìåäèöèíó â Âåíñêîì óíèâåðñèòåòå è ïîëó÷èë
çäåñü ó÷åíóþ ñòåïåíü ïî íåéðîïàòîëîãèè, ãëàâíûì
íàïðàâëåíèåì åãî èññëåäîâàíèé ñòàëî èçó÷åíèå ïñèõè-
÷åñêèõ ðàññòðîéñòâ. Òåîðèÿ Ôðåéäà î ðàçâèòèè íåâðî-
çîâ çíàìåíîâàëà ðàäèêàëüíî íîâûé ïîäõîä ê ïîíèìà-
íèþ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìîçãà. Åãî ìåòîä ïñèõîàíàëè-
çà ðàñêðûë ìíîãèå ïîáóäèòåëüíûå ìîòèâû ÷åëîâå÷åñ-
êîé äåÿòåëüíîñòè. Â 1934 ãîäó Ôðåéäà ëèøèëè ëèöåí-
çèè íà ïðåïîäàâàíèå, à ïîñëå àííåêñèè Àâñòðèè ôàøè-
ñòñêîé Ãåðìàíèåé îí áûë èçãíàí èç ñòðàíû.

Â 1965 ãîäó Âåíñêèé óíèâåðñèòåò øèðîêî îòïðàçäíî-
âàë ñâîå 600-ëåòèå. Â 1975 ãîäó â Âåíñêîì óíèâåðñèòåòå
ïðîøëè äåìîêðàòè÷åñêèå ðåôîðìû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
íå òîëüêî ïðîôåññîðà è àäìèíèñòðàòîðû, íî äàæå è
ñòóäåíòû ó÷àñòâóþò â ðåøåíèè êëþ÷åâûõ ïðîáëåì
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ óíèâåðñèòåòà. Ñåé÷àñ Âåíñêèé óíè-
âåðñèòåò ñîñòîèò èç âîñüìè ôàêóëüòåòîâ – êàòîëè÷åñ-
êîé òåîëîãèè, ïðîòåñòàíòñêîé òåîëîãèè, ñîöèîëîãèè è
ýêîíîìèêè, þðèñïðóäåíöèè, ìåäèöèíû, ôóíäàìåíòàëü-
íûõ è èíòåãðèðîâàííûõ èññëåäîâàíèé, ãóìàíèòàðíûõ
íàóê, ôîðìàëüíûõ è åñòåñòâåííûõ íàóê. Áûñòðîå ðàç-
âèòèå âñåõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé ñîïðîâîæäàåòñÿ
ðåçêèì óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñòóäåíòîâ.



Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â
íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå ïîçäíåå 1 àïðåëÿ 2005 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹1–2005» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì1936» èëè «Ô1943». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â
ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì
êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé).

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äëÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëü-
íîì êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå:
«Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìà-
òèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîëû è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À »

Çàäà÷è Ì1936—Ì1945, Ô1943—Ô1952

Ì1936. Êàêóþ íàèìåíüøóþ øèðèíó äîëæíà èìåòü
áåñêîíå÷íàÿ ïîëîñà áóìàãè, ÷òîáû èç íåå ìîæíî áûëî
âûðåçàòü ëþáîé òðåóãîëüíèê ïëîùàäè 1?

Ä.Ñåì¸íîâ (ó÷åíèê 11 êë.)

Ì1937. Îêðóæíîñòè 1 2 3, ,S S S  ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóã
äðóãà âíåøíèì îáðàçîì (ðèñ.1). Ïóñòü À, Â, Ñ – òî÷êè

êàñàíèÿ 1S  è 2S , 1S  è

3S , 2S  è 3S  ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðÿìàÿ ÀÂ ïî-
âòîðíî ïåðåñåêàåò 2S  è

3S  â òî÷êàõ D è Å ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ DC
ïîâòîðíî ïåðåñåêàåò 3S
â òî÷êå F. Äîêàæèòå, ÷òî

DEFΔ  ïðÿìîóãîëüíûé.
È.Ðóäàêîâ

Ì1938. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë 1, , nx x…  äîêàæèòå íåðàâåí-
ñòâî

{ }1 1max , , ,n nx x x x- - - ≥… …
1

2 1

nx x

n

+ +

-

…
.

Í.Îñèïîâ

Ì1939. Âåðøèíû 50 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçäåëèëè îê-
ðóæíîñòü íà 200 ðàâíûõ äóã. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè
ïðÿìîóãîëüíèêîâ íàéäóòñÿ äâà ðàâíûõ.

Â.Ïðîèçâîëîâ

Ì1940. Ïóñòü à – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî

óðàâíåíèå ( ) 2x x a y+ =

à) ïðè à = 1, 2, 4 íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ;
á) ïðè ëþáîì äðóãîì íàòóðàëüíîì à èìååò èõ.

Â.Ñåíäåðîâ

Ì1941. Íà ïëîñêîñòè æèëè 44 âåñåëûõ ÷èæà, òî÷å÷íûõ
è íåïðîçðà÷íûõ. Ïîñëå ïîñåùåíèÿ ïëîñêîñòè Ìóðçè-
êîì ÷èæè ðàçëåòåëèñü è ðàññåëèñü íà ïëîñêîñòè òàê,
÷òî êàæäûé èç íèõ âèäèò ðîâíî 10 äðóãèõ. Äîêàæèòå,
÷òî ïîñåùåíèå Ìóðçèêîì ïëîñêîñòè óìåíüøèëî êîëè-
÷åñòâî ïðîæèâàþùèõ íà íåé âåñåëûõ ÷èæåé.

Ã.Ãàëüïåðèí, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1942. Âíóòðè îñòðîãî óãëà ñ âåðøèíîé Î äàíû
òî÷êè À è Â. Áèëüÿðäíûé øàð ìîæåò ïîïàñòü èç À â
Â, îòðàçèâøèñü ëèáî îò îäíîé ñòîðîíû óãëà â òî÷êå
Ì, ëèáî îò äðóãîé â òî÷êå N. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
ÎÀ = ÎÂ, òî òî÷êè Î, À, Â, Ì, N ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

À.Çàñëàâñêèé

Ì1943. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíî íåñêîëüêî êîðçèí (íå
ìåíüøå òðåõ). Ïåðâîíà÷àëüíî â îäíîé èç íèõ ëåæèò
îäíî ÿáëîêî, à îñòàëüíûå êîðçèíû ïóñòû. Äàëåå íå-
îäíîêðàòíî  ïðîäåëûâàþò  ñëåäóþùåå:  èç êàêîé-
ëèáî êîðçèíû âûíèìàþò ÿáëîêî, à âçàìåí êëàäóò ïî
îäíîìó ÿáëîêó â êàæäóþ èç äâóõ ñîñåäíèõ ñ íåé
êîðçèí. Ïðè êàêîì êîëè÷åñòâå êîðçèí ìîæíî äîáèòü-
ñÿ òîãî, ÷òîáû âî âñåõ êîðçèíàõ ÿáëîê ñòàëî ïîðîâ-
íó?

È.Àêóëè÷

Ì1944. Êâàäðàòíûé ñòîë ïëîùàäè 5 ìîæíî ïîêðûòü â
÷åòûðå ñëîÿ ïÿòüþ êâàäðàòíûìè ñàëôåòêàìè, ïëîùàäü
êàæäîé èç êîòîðûõ ðàâíà 4. Êàê ýòî ñäåëàòü?
Ñàëôåòêè ðàçðåøàåòñÿ ïåðåãèáàòü.

Â.Ïðîèçâîëîâ

Ì1945. Âñÿêèé ëè îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ìîæíî
ðàñïîëîæèòü â ïðîñòðàíñòâå òàê, ÷òî åãî âåðøèíû
îêàæóòñÿ
à) íà ðåáðàõ êàêîãî-íèáóäü êóáà, âûõîäÿùèõ èç îäíîé
åãî âåðøèíû;

Ðèñ. 1
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Ô1943. Ïî ãîðèçîíòàëüíîìó ñòîëó ñêîëüçèò ïëîñêèé
ëèñò ôàíåðû, íà êîòîðîì íàðèñîâàíà ñèñòåìà êîîðäè-
íàò õó. Â äàííûé ìîìåíò ñêîðîñòü òî÷êè À ñ êîîðäèíà-
òàìè (1; 3) íàïðàâëåíà âäîëü îñè õ è ðàâíà 1 ì/ñ.
Ñêîðîñòü òî÷êè Á ñ êîîðäèíàòàìè (2; 1) ñîñòàâëÿåò â
òîò æå ìîìåíò óãîë 45° ñ îñüþ õ. Ãäå íàõîäÿòñÿ òî÷êè
ëèñòà, ñêîðîñòè êîòîðûõ ïî âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäÿò
1 ñì/ñ?

À.Öåíòðîâ

Ô1944. Â ñèñòåìå íà ðèñóíêå 2 âñå áëîêè îäèíàêîâû,
èõ ìàññû ïðàêòè÷åñêè ñîñðåäîòî÷åíû â òîíêèõ îñÿõ.

Íàéäèòå óñêîðåíèÿ áëîêîâ ïîñëå òîãî,
êàê ìû ïåðåðåæåì íèòü â òî÷êå À.
Íèòè ñ÷èòàòü íåðàñòÿæèìûìè è î÷åíü
ëåãêèìè. Ñâîáîäíûå êóñêè íèòåé âåð-
òèêàëüíû.

À.Çèëüáåðìàí

Ô1945. Íà ãîðèçîíòàëüíîì ãëàäêîì
ñòîëå ïîêîèòñÿ êëèí ìàññîé Ì ñ óã-
ëîì α  ïðè îñíîâàíèè. Íà íåãî íàåç-
æàåò ñî ñêîðîñòüþ 0v  ìàëåíüêîå òåëî
ìàññîé m è íà÷èíàåò ïîäíèìàòüñÿ
ââåðõ ïî êëèíó (óäàðà ïðè ýòîì íå
ïðîèñõîäèò – ó îñíîâàíèÿ êëèíà ñäå-
ëàí ïëàâíûé «âúåçä»). Ïðè êàêîé
âûñîòå êëèíà Í ìàëåíüêîå òåëî ïîä-
íèìåòñÿ ïî íåìó íà ñàìûé âåðõ? Ñ

êàêîé ñêîðîñòüþ áóäåò äâèãàòüñÿ êëèí ïîñëå òîãî, êàê
ìàëåíüêîå òåëî åãî ïîêèíåò?

À.Ïîâòîðîâ

Ô1946. Â ñîñóäå ïîä ïîðøíåì íàõîäèòñÿ ìîëü ãåëèÿ.
Ìåäëåííî íàãðåâàåì ãàç, ïðè ýòîì åãî îáúåì óâåëè÷è-
âàåòñÿ, îäíàêî ÷àñòîòà óäàðîâ ÷àñòèö î íåïîäâèæíîå
äíî ñîñóäà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Íàéäèòå òåïëîåì-
êîñòü ãàçà â òàêîì ïðîöåññå.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1947. Â ëåãêîì òîíêîñòåííîì ñîñóäå ìû íàãðåâàåì
ïðè ïîìîùè êèïÿòèëüíèêà 1 ëèòð âîäû. Òåìïåðàòóðà
äîñòèãàåò 60 °Ñ è íèêàê äàëüøå íå ðàñòåò. Íàì íàäîåëî,
è ìû âûêëþ÷àåì íàãðåâàòåëü. Çà ïåðâûå 20 ñåêóíä âîäà
îñòûâàåò íà 2 ãðàäóñà. Íà óïàêîâêå êèïÿòèëüíèêà áûëî
íàïèñàíî: «500 âàòò, ñäåëàíî â Êèòàå». Ñêîëüêî âàòò
ñîäåðæèò «êèòàéñêèé âàòò»?

Î.Ïðîñòîâ

Ô1948. Òðè òîíêèå ïëàñòèíû â âèäå êðóãîâ äèàìåòðîì
D ðàñïîëîæåíû ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó, ðàññòîÿíèå
ìåæäó ñîñåäíèìè ïëàñòèíàìè d (d D� ). Ñðåäíÿÿ
ïëàñòèíà ðàâíîìåðíî çàðÿæåíà ïî ïîâåðõíîñòè çàðÿ-
äîì 2Q, êðàéíèå – òîæå ðàâíîìåðíî, íî çàðÿäàìè
ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà ïî –Q êàæäàÿ. Íàéäèòå ïî-
òåíöèàëû öåíòðîâ ïëàñòèí. Äðóãèõ òåë ðÿäîì íåò.

À.Ïîâòîðîâ

Ô1949. Ìîñòèê èç ÷åòûðåõ ðåçèñòîðîâ ïîäêëþ÷åí ê
áàòàðåéêå. Ê äèàãîíàëè ìîñòèêà ïîäêëþ÷èëè ïîñëåäî-

âàòåëüíî ñîåäèíåííûå äðóãóþ áàòàðåéêó – åå íàïðÿæå-
íèå èçâåñòíî è ñîñòàâëÿåò 12 Â – è àìïåðìåòð. Ïîêàçà-
íèÿ ïðèáîðà ïðè ýòîì ñîñòàâèëè 5 ìÀ. Ïîñëå òîãî, êàê
ìû ïîìåíÿëè ìåñòàìè âûâîäû áàòàðåéêè íàïðÿæåíèåì
12 Â, òîê ÷åðåç àìïåðìåòð ïîìåíÿë íàïðàâëåíèå è ñòàë
ðàâåí 35 ìÀ. Ïîòîì ïîìåíÿëè ìåñòàìè áàòàðåéêè – òîê
àìïåðìåòðà óïàë äî íóëÿ. ×òî ïîêàæåò ïðèáîð, åñëè
îäíó èç áàòàðååê òåïåðü âêëþ÷èòü «íàîáîðîò» (ïîìå-
íÿòü ìåñòàìè âûâîäû)?

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô1950. Èç êóñêà òîíêîãî ïðîâîäà, èìåþùåãî ñîïðî-
òèâëåíèå r = 100 Îì, ñäåëàëè êâàäðàòíûé êîíòóð è
îõâàòèëè èì äëèííûé ñîëåíîèä, ïî êîòîðîìó ïðîïóñ-
êàþò èçìåíÿþùèéñÿ ñî âðåìåíåì ïî ëèíåéíîìó çàêîíó
òîê. Òîê â êîíòóðå ñîñòàâèë ïðè ýòîì I = 5 ìÀ. Êàêîå
íàïðÿæåíèå ïîêàæåò âîëüòìåòð, âêëþ÷åííûé âìåñòî
îäíîé èç ñòîðîí êâàäðàòà? ×òî áóäåò ïîêàçûâàòü ýòîò
âîëüòìåòð â äðóãîì ñëó÷àå – åñëè ñòîðîíó êâàäðàòíîãî
êîíòóðà íå óáèðàòü, à ïðîñòî ïîäêëþ÷èòü âîëüòìåòð
êîðîòêèìè ïðîâîäàìè ê êîíöàì ýòîé ñòîðîíû? Ñîïðî-
òèâëåíèå âîëüòìåòðà R = 1000 Îì.

À.Ñòàðîâ

Ô1951. Îäèíàêîâûå êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ Ñ êàæ-
äûé ñîåäèíÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî, à êðàéíèå âûâîäû
ïîëó÷èâøåéñÿ öåïî÷êè
ïîäêëþ÷àþò ê çàæèìàì
ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäè-
íåííûõ áàòàðååê íàïðÿ-
æåíèåì U ñëåâà è 2U ñïðà-
âà (ðèñ.3). Íåìíîãî ïî-
äîæäàâ, ìåæäó òî÷êàìè À
è Á âêëþ÷àþò êàòóøêó
èíäóêòèâíîñòüþ L. Íàé-
äèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû òîêà ÷åðåç êàòóøêó.
Íàéäèòå òàêæå ìàêñèìàëüíûå çàðÿäû êîíäåíñàòîðîâ.
Ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäîâ ñ÷èòàòü ìàëûì (íî íå íóëå-
âûì!). Áàòàðåéêè, êîíäåíñàòîðû è êàòóøêó ñ÷èòàòü
èäåàëüíûìè.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1952. Â ôîêóñå áîëüøîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî îòðàæàòå-
ëÿ íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ðàäèîâîëí ÷àñòîòîé
f = 1000 ÌÃö, äèàìåòð ïàðàáîëè÷åñêîãî îòðàæàòåëÿ
D = 6 ì. Èç-çà äèôðàêöèè ñèñòåìà èçëó÷àåò ðàñõîäÿ-
ùèéñÿ ïó÷îê âîëí. Íà ñêîëüêî íóæíî îòîäâèíóòü
èñòî÷íèê âäîëü îñè ïàðàáîëîèäà, ÷òîáû ðàñõîäèìîñòü
ïó÷êà óâåëè÷èëàñü ïðèìåðíî â òðè ðàçà?

Ç.Âîëíîâ

á) íà äèàãîíàëÿõ ãðàíåé êàêîãî-íèáóäü êóáà, âûõîäÿ-
ùèõ èç îäíîé åãî âåðøèíû?

Ñ.Äâîðÿíèíîâ, Â.Ñåíäåðîâ

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ïîïðàâêà è çàìå÷àíèå

Íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è Ì1935: «Âñå ãðàíè
òåòðàýäðà – ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè. Âåðíî ëè , ÷òî îíè
ðàâíû?»

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Ì1934 ðàçðåøàåòñÿ ñ÷èòàòü,
÷òî ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè.



Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì1916–Ì1920,
Ô1928–Ô1937

Ì1916. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ðàçðåçàí íà 25
ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ, ëèøü îäèí èç êîòî-
ðûõ èìååò îòëè÷íóþ îò 1 ïëîùàäü. Êàêóþ?

Îòâåò: 25.
Ïîìåíÿåì ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è íà ýêâèâàëåíòíóþ, íî
áîëåå óäîáíóþ äëÿ èçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ:
Èñõîäíûé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê Δ  ðàçðåçàí íà
25 ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ, òîëüêî ó îäíîãî èç
êîòîðûõ – îáîçíà÷èì åãî 1Δ  – äëèíà ñòîðîíû 1k π .
Òðåáóåòñÿ íàéòè k.
Åñëè äëèíà ñòîðîíû êàêîãî-ëèáî ðàâíîñòîðîííåãî òðå-
óãîëüíèêà åñòü öåëîå ÷èñëî à, òî ýòîò òðåóãîëüíèê
ìîæíî ðàçðåçàòü íà 2a  ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíè-
êîâ, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ äëèíà ñòîðîíû 1.
Õîòÿ áû ê îäíîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà Δ  íå ïðèìûêàåò
òðåóãîëüíèê 1Δ , à çíà÷èò, ïðèìûêàþò òîëüêî òðåóãîëü-
íèêè ñî ñòîðîíàìè 1, ò.å. äëèíà ñòîðîíû Δ  – öåëîå

÷èñëî n. Òî÷íî òàê æå ìîæíî ðàññóäèòü, ÷òî äëèíà
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà 1Δ  – öåëîå ÷èñëî k. Ïîñëå ÷åãî
ìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâî 2 2

24n k- = . Ýòî öåëî÷èñ-
ëåííîå óðàâíåíèå, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 1k π , èìååò
òîëüêî îäíî óäîâëåòâîðÿþùåå íàñ ðåøåíèå: n = 7, k =
= 5. Ó ýòîãî ðåøåíèÿ âîçìîæíû äâà âîïëîùåíèÿ (ñì.
ðèñóíîê). Íà âîïðîñ «êàêóþ?» îòâå÷àåì: 25.

Â.Ïðîèçâîëîâ

Ì1917. Î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ à, ð, q èçâåñòíî, ÷òî
àð + 1 äåëèòñÿ íà q, aq + 1 äåëèòñÿ íà ð. Äîêàæèòå,

÷òî 
( )

pq
a

2 p q
>

+
.

Î÷åâèäíî, ð è q âçàèìíî ïðîñòû (åñëè d – èõ îáùèé
äåëèòåëü, òî îí ÿâëÿåòñÿ òàêæå äåëèòåëåì ÷èñëà
àð + 1, à ñëåäîâàòåëüíî, è ÷èñëà ap + 1 – ap = 1).
Ïîýòîìó ÷èñëî ap + aq + 1, êîòîðîå äåëèòñÿ è íà ð, è
íà q, äåëèòñÿ íà èõ ïðîèçâåäåíèå pq. Çíà÷èò,

( ) 1a p q pq+ ≥ - , îòêóäà ( )2a p q pq+ >  (ëåâàÿ ÷àñòü

óâåëè÷èëàñü íà ( ) 1a p q+ > ), è 
( )2

pq
a

p q
>

+
. Âîò è âñå.

À.Ãîëîâàíîâ

Ì1918. Ê äâóì îêðóæíîñòÿì ïðîâåäåíû îáùèå âíå-
øíèå êàñàòåëüíûå, îäíà èç êîòîðûõ êàñàåòñÿ îêðóæ-
íîñòåé â òî÷êàõ À è Â. Áèëüÿðäíûé øàð, âûïóùåííûé
èç òî÷êè À, îòðàçèëñÿ îò âòîðîé êàñàòåëüíîé è
ïîïàë â òî÷êó Â. Äîêàæèòå, ÷òî õîðäû, âûñåêàåìûå
åãî òðàåêòîðèåé íà îêðóæíîñòÿõ, ðàâíû.

Äëÿ ðàâíûõ îêðóæíîñòåé óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïî-
ýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàñàòåëüíûå ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå Ñ. Ïóñòü ,A B¢ ¢  – òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå À, Â
îòíîñèòåëüíî âòîðîé êàñàòåëüíîé; ,a aI r  – öåíòð è
ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç À; bI , br  –
öåíòð è ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç B¢ .
Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó êàñàòåëü-
íûõ, ïðîâåäåííûõ èç òî÷åê À ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì

bI  è ðàäèóñîì br  è èç òî÷êè B¢  ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì

aI  è ðàäèóñîì ar . Êâàäðàò ïåðâîé êàñàòåëüíîé ðàâåí

2 2
b bAI r- =

2 2 2 2 cos 3 2b b bAC CI r AC CI C+ - - ◊ – =

= 
2 2 2 cos 3 2

cos 2

AC B C C
AC B C

C

◊ –¢
+ -¢

–
.

Î÷åâèäíî, òî æå âûðàæåíèå ïîëó÷èòñÿ è äëÿ êâàäðàòà
âòîðîé êàñàòåëüíîé.

À.Çàñëàâñêèé

Ì1919. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî
à) x2004 1+ ,
á) x2004 1-

íå ÿâëÿåòñÿ âòîðîé èëè áîëåå âûñîêîé öåëîé ñòåïå-
íüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì x.

à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2004 1
x py+ = .

Ïóñòü ð = 2. Òîãäà ( ) ( )1 1 2004
xy y- + = , 167

xa ≥ ,

12
xb £ , 2 167 12 155

x xa b= - ≥ - ≥ .

Ïóñòü 3p ≥ . Òîãäà 1
1

py -

+ +…  íå äåëèòñÿ íà 2,

1 4
xy - ≥ , 2048 2004 1

n x xy > ≥ +  ïðè 5n > , ñëåäîâà-

òåëüíî, 5p £ . Åñëè 1 167y - � , òî 1
1

py -

+ + ∫…

( )mod167p∫ , ñëåäîâàòåëüíî, 1 167
xy - ≥ , 2py y> >

10000 2004 1
x x

> ≥ + , ñëåäîâàòåëüíî, 1 4 3
xy α

- = ◊ .

Äàëåå, ïîñêîëüêó 1 3y - � , èç ( ) ( )2 2
1 1y y y- - + + =

3y= -  ñëåäóåò, ÷òî 2
1y y+ +  äåëèòñÿ íà 3 è íå äåëèòñÿ

íà 9.

Ïóñòü ð = 3. Òîãäà 1
1 4 3

x xy -

- = ◊ , 2
1 3 167

xy y+ + = ◊ ;

( )3 1 12
xy - = , ( )

2 2
9 1 1y y y- > + + , ò.å. 144

x
>

3 167
x

> ◊ . (Âîò åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî – îñíîâàííîå
íå íà îöåíêàõ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ, à íà ñðàâíåíèÿõ
ïî ìîäóëþ. Ïðè 4x ≥  ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà

( )
2

1 1
4 3 1 4 3 2 3 167

x x x x x- -

◊ + + ◊ + = ◊

èìååò âèä 27 3m + . Íî ( )167 9 4 9 4
xx k l= - = ±  ëèáî

9 2l ±  (òàê êàê õ íå äåëèòñÿ íà 3), ñëåäîâàòåëüíî,

3 167 27 3
x m◊ π + .)

Ïóñòü p > 3. Òîãäà 1 12
xy - = , 12

xy > , ( )5
10

xpy > ≥

2004 1
x

≥ + .
á) 2p π , ïîñêîëüêó 2

1y +  íå äåëèòñÿ íè íà 3, íè íà 4.
Äàëåå – ïîäîáíî à).
Çàìåòèì åùå, ÷òî íè ÷èñëî âèäà 2

1y y+ + , íè ÷èñëî
âèäà 4

1y + +… , ãäå y ŒZ, íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 167.

Âñÿêèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà 2
1y y+ + , îòëè÷íûé

îò 3, èìååò âèä 6n + 1, à âñÿêèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà
4

1y + +… , îòëè÷íûé îò 5, – âèä 10n + 1, ãäå n ŒN. Ýòî
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äîêàçàíî â ñòàòüå Â.Ñåíäåðîâà è À.Ñïèâàêà «Ìàëàÿ
òåîðåìà Ôåðìà» («Êâàíò» ¹3 çà 2000 ã.).

À.Âàñèëüåâ, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1920. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå äåéñòâèòåëüíûå õ,
÷òî ÷èñëà ctg x  è ctg 2004x  îáà öåëûå?

Äîêàæåì, ÷òî òàêèõ õ íå ñóùåñòâóåò.
Ëåììà 1. Ïóñòü ctg x  ðàöèîíàëåí, n – íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Òîãäà ëèáî nx kπ= , ãäå k – öåëîå ÷èñëî, ëèáî
ctg nx  ðàöèîíàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè 
2

x l
π

= , ãäå l – öåëîå, óòâåðæäå-

íèå î÷åâèäíî. Ïóñòü 
2

x l
π

π . Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå ctg2x  îïðåäåëåí, è, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëåíî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë

ctg nx  è ( )ctg 1n x+ . Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ÷èñëî ( )1x n x nx= + -  áûëî áû êðàòíî π , è
ctg x  íå áûë áû îïðåäåëåí. Äàëåå, îáîçíà÷èâ ctga x= ,

âèäèì, ÷òî ÷èñëî 
2

1
ctg 2

2

a
x

a

-
=  ðàöèîíàëüíî.

Äîêàæåì òåïåðü ëåììó ïî èíäóêöèè. Áàçà: n = 1, 2.
Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü 3n ≥  è äëÿ âñåõ k < n
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî. Çíà÷èò, ëèáî ( )ctg 2n x- ,

ëèáî ( )ctg 1n x-  – ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Åñëè ctg nx

îïðåäåëåí, òî â ïåðâîì ñëó÷àå ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî

( )
ctg ctg 1

ctg
ctg ctg

y z
y z

y z

-
+ =

+

÷èñëà ( )2y n x= - , z = 2x, âî âòîðîì ñëó÷àå – ÷èñëà
( )1y n x= - , z = x. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì ñïðàâà

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2. Ïóñòü ctg x  – ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî,  ctg 2x
– öåëîå. Òîãäà ctg 2x = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èâ ctgr x= , ctg 2c x= , ïî-

ëó÷èì 
2

1

2

r
c

r

-
= , èëè 2

1r c c= ± + . Îòñþäà ëåãêî

ïîëó÷èòü, ÷òî 2 2
1c d+ = , ãäå d – öåëîå, à çíà÷èò, ñ =

= 0.
Òåïåðü ðåøèì çàäà÷ó. Ïîñêîëüêó ctg 2004x  îïðåäå-
ëåí, òî îïðåäåëåíû è ÷èñëà ctg1002x  è ctg501x .
Âñëåäñòâèå ëåììû 1, ctg1002x  è ctg 501x  ðàöèîíàëü-
íû. Èç ðàöèîíàëüíîñòè ctg1002x  ïî ëåììå 2 ñëåäóåò,

÷òî ctg2004 0x = , ò.å. 2004
2

x k
π π= + , k – öåëîå.

Çíà÷èò, ctg1002 1x = ± . Âñëåäñòâèå ëåììû 2 ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò ðàöèîíàëüíîñòè ctg501x .

Çàìå÷àíèÿ
1. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ìóàâðà ëåãêî äîêàçàòü ñëåäó-
þùèå ðàâåíñòâà:

2 2cos
ctg ctg

sin

n n
nn

n
C

ϕ ϕ ϕ
ϕ

-

= - +
4 4
ctg

n
nC Aϕ-

- +… ,

ãäå

( )21
n

A = -  ïðè n ÷åòíîì,

( )
3

21 ctg
n

A n ϕ
+

= -  ïðè n íå÷åòíîì,

1 1 3 3sin
ctg ctg

sin

n n
n nn

n
C C

ϕ ϕ ϕ
ϕ

- -

= - +
5 5
ctg

n
nC Bϕ-

- +… ,

ãäå

( )
2

21 ctg
n

B n ϕ
+

= -  ïðè n ÷åòíîì,

( )
3

21
n

B
+

= -  ïðè n íå÷åòíîì.

Îòñþäà ïðè 
k

x
n

π
π , ãäå k Œ Z , ëåãêî âûðàçèòü ctg nx

÷åðåç ctg x .
2. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Ïóñòü ctg x ŒZ , ctg nx ŒZ , ãäå n > 1.
Òîãäà ctg x Œ{–1, 0, 1}.
Ðåøåíèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, äîêàçàòåëü-
ñòâîì ýòîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ n = 4k (k ŒN ).
Ïîõîæèìè ðàññóæäåíèÿìè íåòðóäíî äîêàçàòü åå è äëÿ
ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷åòíîãî n, îïèðàÿñü ïðè ýòîì íà
ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü cos x  – ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî,

îòëè÷íîå îò 
1

0,@ ,@1
2

. Òîãäà 
k

x
l
ππ  ïðè ,k l ŒZ .

Ýòî ïðåäëîæåíèå äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå äîêàçàòåëü-

ñòâà, â òîì ÷èñëå îïèðàþùååñÿ ëèøü íà èíäóêöèþ.

Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà 2 1 cos2
ctg

1 cos2

x
x

x

+
=

-
 èç ýòîãî ïðåä-

ëîæåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïðè ( ),
l

x l m
m
π= ŒZ ,

6

k
x

π
π , 

4

kπ
 (k Œ Z ) ÷èñëî 2

ctg x  (à çíà÷èò, è ÷èñëî

ctg x ) èððàöèîíàëüíî.

Äëÿ ñëó÷àÿ íå÷åòíîãî n ïîëó÷åííîå àâòîðàìè äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû íåýëåìåíòàðíî ïî ñðåäñòâàì è äî-
âîëüíî ñëîæíî.
3. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðè
çàìåíå â åå ôîðìóëèðîâêå êîòàíãåíñîâ òàíãåíñàìè. Ýòî
ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íî. Êðîìå òîãî, â ñàìîì
ñëîæíîì ñëó÷àå (íå÷åòíîãî n) íàøè óòâåðæäåíèÿ î
òàíãåíñàõ è êîòàíãåíñàõ ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ñ

ïîìîùüþ çàìåíû 
2

y x
π

= - .

È.Áîãäàíîâ, Â.Ñåíäåðîâ

Ô1928. Ïðîâîëîêà èçîãíóòà â ôîðìå îêðóæíîñòè è
çàôèêñèðîâàíà (ðèñ.1). Âäîëü íåå ìîæåò äâèãàòüñÿ
ìàëåíüêàÿ áóñèíêà, íà êîòîðóþ äåéñòâóþò ñèëû
òîëüêî ñî ñòîðîíû ïðîâî-
ëîêè. Âäîëü ïðÿìîé ïðîâî-
ëîêè áóñèíêà äâèæåòñÿ
ðàâíîìåðíî, à ïðè äâèæå-
íèè ïî êðèâîëèíåéíîìó ó÷à-
ñòêó âîçíèêàåò ñèëà òðå-
íèÿ ñêîëüæåíèÿ ñ êîýôôè-
öèåíòîì μ  = 0,05. Â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò áóñèíêà
íàõîäèëàñü â òî÷êå À è
èìåëà ñêîðîñòü 0v 1 ì “= .
Íàéäèòå, êàêîé áóäåò ñêî-
ðîñòü áóñèíêè, êîãäà îíà â ïåðâûé ðàç ñíîâà îêàæåòñÿ
â èñõîäíîé òî÷êå A.
Ïóñòü òåïåðü ïðîâîëîêà èìååò ôîðìó ïëîñêîé çàìê-

Ðèñ. 1



íóòîé êðèâîé (ðèñ.2). Íàé-
äèòå â ýòîì ñëó÷àå ñêî-
ðîñòü áóñèíêè, êîãäà îíà â
ïåðâûé ðàç ñíîâà îêàæåòñÿ
â èñõîäíîé òî÷êå Â.

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþ-
òîíà äëÿ òîðìîæåíèÿ áó-
ñèíêè íà ìàëîì ó÷àñòêå ïðî-
âîëîêè ñ ðàäèóñîì êðèâèç-
íû R:

2dv v
m m

dt R
μ= - .

Ïóñòü ϕ  – óãëîâîé ïóòü áóñèíêè, òîãäà åãî ìàëîå
ïðèðàùåíèå ñîñòàâëÿåò

v
d dt dt

R
ϕ ω= = ,

ãäå ω  – óãëîâàÿ ñêîðîñòü áóñèíêè. Îòìåòèì, ÷òî çíàê
ìîäóëÿ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ óãëîâîãî ïóòè (à íå
ïåðåìåùåíèÿ). Èñêëþ÷àÿ R èç ïðèâåäåííûõ óðàâíå-
íèé, ïîëó÷èì

dv
d

v
μ ϕ= - ,

îòêóäà

v v e μϕ-

= 0 .

Ïðè âû÷èñëåíèè óãëîâîãî ïóòè ϕ  ñëåäóåò ñêëàäûâàòü
âñå óãëîâûå îòêëîíåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè áóñèíêè áåç
ó÷åòà íàïðàâëåíèÿ îòêëîíåíèÿ. Ïî çàäàííûì ðèñóíêàì
íàõîäèì, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè áóñèíêè ïðîéäåò, ñîîò-
âåòñòâåííî, óãëîâûå ïóòè ϕ π=1 2  è ϕ π=2 13 , ïðåæäå
÷åì áóñèíêà ñíîâà îêàæåòñÿ â èñõîäíîé òî÷êå. Îòñþäà
íàõîäèì

v v e μϕ-

= =1

1 0 0,73 ì “ , v v e μϕ-

= =2

2 0 0,13 ì “ .

À.×óäíîâñêèé

Ô1929. Íà ãîðèçîíòàëüíî ðàñïîëîæåííûé îòðåçîê
ïðàêòè÷åñêè íåðàñòÿæèìîé íèòè äëèíîé L íàíèçàíû
N îäèíàêîâûõ áóñèíîê, êîòîðûå ìîãóò ñêîëüçèòü ïî
íåìó áåç òðåíèÿ, óïðóãî óäàðÿÿñü äðóã î äðóãà è î
ìåñòà çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ íèòè. Ïîëíàÿ êèíåòè÷åñ-
êàÿ ýíåðãèÿ áóñèíîê ðàâíà Å. Íàéäèòå ñèëó íàòÿæå-
íèÿ íèòè. Êîíöû íèòè ïðèêðåïëåíû ê äâóì óïðóãèì
ìàññèâíûì òåëàì, âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ òåë äðóã ñ
äðóãîì è ñ äðóãèìè òåëàìè ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Ñèëà
òÿæåñòè îòñóòñòâóåò.

Ïðè ëîáîâîì óäàðå îäèíàêîâûõ óïðóãèõ øàðîâ îíè
îáìåíèâàþòñÿ ñêîðîñòÿìè. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî áóñèíêè ïðîñòî «ïðîñêàêèâàþò» äðóã ñêâîçü äðóãà,
êàê áóäòî êàæäàÿ áóñèíêà ëåòàåò îò îäíîãî êîíöà íèòè
äî äðóãîãî, íå ìåíÿÿ ñêîðîñòè, à äðóãèõ áóñèíîê íåò
âîâñå. Åñëè áóñèíêà èìååò ñêîðîñòü v, îíà ïðè óäàðå î
ìàññèâíîå òåëî ïåðåäàåò åìó èìïóëüñ 2mv. Çà áîëüøîé
èíòåðâàë âðåìåíè Ò âûáðàííàÿ áóñèíêà ïðîëåòèò ðàñ-
ñòîÿíèå vT, ïðîèçâåäÿ vT/(2L) óäàðîâ îá îäíî ìàññèâ-
íîå òåëî. Òàêèì îáðàçîì, ìàññèâíîå òåëî çà âðåìÿ Ò
ïîëó÷èò îò îäíîé áóñèíêè èìïóëüñ

2
2

2

vT T
mv mv

L L
= .

Ñóììèðóÿ èìïóëüñû, ïåðåäàâàåìûå âñåìè áóñèíêàìè,
è ðàçäåëèâ íà äëèòåëüíîñòü èíòåðâàëà âðåìåíè, íàéäåì
ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ìàññèâíîå òåëî:

2
2i im v T L E

F
T L

⋅
= =∑ .

Ñ òàêîé ïî âåëè÷èíå ñèëîé è áóäåò íàòÿíóòà íèòü.
Â îòâåò íå ïîïàëà ìàññà áóñèíêè è ÷èñëî áóñèíîê –
âàæíà òîëüêî èõ ïîëíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1930. Âûðåçàííûé èç ëèñòà ôàíåðû ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê ñ ìåíüøèì îñòðûì óãëîì α  ðàñïîëîæåí
íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ.1). ×òîáû ïî-
âåðíóòü òðåóãîëüíèê îòíîñèòåëüíî çàêðåïëåííîé
âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó À, ê
òðåóãîëüíèêó íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü ìèíèìàëüíóþ
ãîðèçîíòàëüíóþ ñèëó

AF , à ÷òîáû ïîâåðíóòü
åãî îòíîñèòåëüíî çàê-
ðåïëåííîé âåðòèêàëüíîé
îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
âåðøèíó Â, ïîòðåáóåò-
ñÿ ìèíèìàëüíàÿ ãîðèçîí-
òàëüíàÿ ñèëà BF . Êà-
êóþ ìèíèìàëüíóþ ãîðè-
çîíòàëüíóþ ñèëó íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü ê òðåóãîëü-
íèêó, ÷òîáû ïîâåðíóòü åãî îòíîñèòåëüíî çàêðåïëåí-
íîé âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó
ïðÿìîãî óãëà Ñ? Ñ÷èòàéòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ïðèæè-
ìàåòñÿ ê ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ðàâíîìåðíî ïî
âñåé ïëîùàäè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìåæäó òðåóãîëüíèêîì è ïîâåðõíîñòüþ
åñòü òðåíèå, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ ïîâîðî-
òà òðåóãîëüíèêà òðåáîâàëàñü áû áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèëà. Òðåóãîëüíèê ìîæíî ïîâåðíóòü
âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó
À, åñëè ìîìåíò ïîâîðà÷èâàþùåé ñèëû áóäåò áîëüøå,
÷åì ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè. Ïðè
ýòîì ïîâîðà÷èâàþùàÿ ñèëà áóäåò ìèíèìàëüíîé, åñëè
îíà èìååò ìàêñèìàëüíîå ïëå÷î, ò.å. ïðèëîæåíà ê âåð-
øèíå äðóãîãî îñòðîãî óãëà è íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ãèïîòåíóçå (ðèñ.2).
Ïîýòîìó äëÿ ìèíèìàëü-
íîé ãîðèçîíòàëüíîé ñèëû,
êîòîðàÿ ìîæåò ïîâåðíóòü
òðåóãîëüíèê âîêðóã âåð-
øèíû À, ñïðàâåäëèâî ñî-
îòíîøåíèå

2!A AF l M= ,

ãäå l – äëèíà ãèïîòåíóçû, AM2!  – äåéñòâóþùèé íà
òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî
îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó À. Àíàëîãè÷íûå ñîîò-
íîøåíèÿ ìîæíî íàïèñàòü äëÿ ñèëû BF :

2!B BF l M=

è äëÿ èñêîìîé ñèëû CF :

C CF l Mα = 2!cos

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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(â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíî òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî ïëå÷î ñèëû CF  äîëæíî ðàâíÿòüñÿ äëèíå
êàòåòà ÀÑ). Òàê êàê ñèëû AF  è BF  äàíû â óñëîâèè, òî
ìîìåíòû AM2!  è BM2!  íàì èçâåñòíû, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèëû CF  íåîáõîäèìî ñâÿçàòü
ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåðøèíû Ñ ñ ìîìåí-
òàìè ñèë òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåðøèí À è Â.
Ýòó ñâÿçü â ïðèíöèïå ìîæíî óñòàíîâèòü «÷åñòíî»,
âû÷èñëÿÿ ìîìåíòû ñèë òðåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
ðàçáèòü òðåóãîëüíèê íà ìàëûå ýëåìåíòû è ïðîñóììè-
ðîâàòü ìîìåíòû ñèë òðåíèÿ, êîòîðûå äåéñòâóþò íà
êàæäûé ýëåìåíò. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ñèëà òðåíèÿ,
äåéñòâóþùàÿ íà êàæäûé ýëåìåíò ìàññîé mΔ  è ðàâíàÿ

mgμΔ , íàïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, ïî
êîòîðîé ýòîò ýëåìåíò ïîâîðà÷èâàåòñÿ, òî ñèëû òðåíèÿ,
äåéñòâóþùèå íà ðàçíûå ýëåìåíòû òðåóãîëüíèêà, èìå-
þò ðàçíûå íàïðàâëåíèÿ, è ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë
òðåíèÿ íå ñâîäèòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ mglμ ö2 , ãäå lö2  –
ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ äî öåíòðà òÿæåñòè. Òàêèì
îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ìîìåíòîâ ñèë òðåíèÿ ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó.
Ïîïðîáóåì ñâÿçàòü ìîìåíòû ñèë òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ðàçíûõ îñåé, èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿ ïîäîáèÿ. Òàê êàê
ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëåí ñèëå òðåíèÿ è åå
ïëå÷ó, à ñèëà òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå (è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ïëîùàäè) òðåóãîëüíèêà, òî ìîìåíò ñèëû
òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëåí êóáó ëèíåéíîãî ðàçìåðà òðåó-
ãîëüíèêà, íàïðèìåð – êóáó äëèíû ãèïîòåíóçû:

M Kl=
3 ,

ãäå êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè K çàâèñèò îò
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ, òîëùèíû è ïëîòíîñòè ìàòåðèà-
ëà òðåóãîëüíèêà, à òàêæå îò óãëà ïðè òîé âåðøèíå,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ìîìåíò. Èñïîëüçóÿ
äâå ïåðâûå ôîðìóëû, ìîæíî çàïèñàòü

( ) AF
K

l
α =

2
, BF

K
l

π αÊ ˆ
- =Á ˜

Ë ¯ 22
,

ãäå ( )K α  è ( )K π α-2  – êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè äëÿ ìîìåíòîâ ñèë òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñåé,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíû À è Â.
Íàéäåì òåïåðü ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåð-
øèíû Ñ. Äëÿ ýòîãî îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð CD èç

âåðøèíû Ñ íà ãèïîòåíó-
çó (ðèñ.3). Ýòîò ïåðïåí-
äèêóëÿð äåëèò òðåóãîëü-
íèê ÀÂÑ íà äâà ïðÿìîó-
ãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà
ADC è BDC. Ïîýòîìó
äåéñòâóþùèé íà òðåó-
ãîëüíèê ÀÂÑ ìîìåíò

ñèëû òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà
ñêëàäûâàåòñÿ èç ìîìåíòîâ ñèë òðåíèÿ, äåéñòâóþùèõ
íà òðåóãîëüíèêè ADÑ è BDC, îòíîñèòåëüíî âåðøè-
íû Ñ:

C C CM M M= +1 2 .

Òàê êàê òðåóãîëüíèê ADC ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC
è ACD π α– = -2 , òî äåéñòâóþùèé íà òðåóãîëüíèê
ADÑ ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåðøèíû Ñ

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( ) 3
1 2CM K ACπ α= - ◊ =  ( ) 3 3

2 cosK lπ α α- .

Àíàëîãè÷íî íàéäåì äåéñòâóþùèé íà òðåóãîëüíèê BDC
ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåðøèíû Ñ:

( ) 3
2CM K BCα= ◊  ( ) 3 3

sinK lα α= .

Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî
âåðøèíû Ñ ðàâåí

3 3
sin cosC A BM F l F lα α= + .

Òåïåðü ìîæíî íàéòè ñèëó CF :

3 3
cos sin cosC A BF l F l F lα α α= + ,

èëè

C A BF F Fα α α= +
2 2

sin tg cos .

Ñ.Ìóðàâüåâ

Ô1931. Àòîìû ñîðòà À ëåòÿò âäîëü îñè ÑÑ öèëèíä-
ðè÷åñêîãî êàíàëà ðàäèóñîì R è ñòàëêèâàþòñÿ ñ
ïðàêòè÷åñêè íåïîäâèæíûìè àòîìàìè ñîðòà Â. Êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ àòîìîâ À ðàâíà ïîðîãîâîé, òàê ÷òî
ïðè öåíòðàëüíîì óäàðå îáðàçóåòñÿ ìîëåêóëà ÀÂ,
êîòîðàÿ äàëåå äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v. Ïðè íåöåí-
òðàëüíîì óäàðå ðåàêöèÿ íå èäåò, ò.å. àòîìû ñòàëêè-
âàþòñÿ óïðóãî. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ïîñëå
ñòîëêíîâåíèÿ àòîìû ñîðòà Â ñìîãóò îò îñè öèëèíäðà
ïîïàñòü íà ñòåíêó êàíàëà?

Ðàññìîòðèì íåöåíòðàëüíûé óäàð àòîìîâ (ñì. ðèñó-
íîê). Ïðîâåäåì ÷åðåç öåíòðû àòîìîâ À è Â îñü Îó, à
ïåðïåíäèêóëÿðíî åé ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ àòîìîâ – îñü
Îõ. Ïóñòü α  – óãîë ìåæäó îñÿìè ÑÑ è Îõ. Â ñèñòåìå
êîîðäèíàò Îõó ïðî-
åêöèÿ èìïóëüñà àòî-
ìà À íà îñü Îõ ïîñëå
ñòîëêíîâåíèÿ íå èç-
ìåíèòñÿ, ïîýòîìó äî-
ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
öåíòðàëüíûé óäàð
àòîìà À, äâèæóùå-
ãîñÿ âäîëü îñè Îó, ñ
íåïîäâèæíûì àòî-
ìîì Â.
Öåíòð ìàññ ñòàëêè-
âàþùèõñÿ àòîìîâ
äâèæåòñÿ âäîëü îñè Îó ñî ñêîðîñòüþ yv v α= sin . Â
ñèñòåìå öåíòðà ìàññ àòîì Â äî ñòîëêíîâåíèÿ ïåðåìåùà-
åòñÿ ïðîòèâ îñè Îó ñî ñêîðîñòüþ v α- sin , à ïîñëå
ñòîëêíîâåíèÿ äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v αsin . Âåðíåìñÿ
â ñèñòåìó îòñ÷åòà Îõó. Â íåé àòîì Â èìååò ñêîðîñòü

Byv v α= 2 sin . Ïðîåêöèÿ ýòîé ñêîðîñòè íà ðàäèàëüíîå
íàïðàâëåíèå Or ðàâíà

Br Byv v v vα α α α= = =cos 2 sin cos sin 2 .

Ïîíÿòíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé ïðîåêöèè
ðàâíî v. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå âðåìÿ ñîñòàâëÿåò

R
t

v
= .

Â.Ñëîáîäÿíèí

Ô1932. Òåðìîäèíàìè÷åñêèé öèêë, ñîñòîÿùèé èç äâóõ
èçîáàð è äâóõ èçîõîð, ïðîâîäÿò ñ ïîðöèåé ãåëèÿ.

Ðèñ. 3



Êàêèì ìîæåò áûòü
ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-
íèå ÊÏÄ ýòîãî öèêëà,
åñëè ìàêñèìàëüíàÿ
òåìïåðàòóðà â öèêëå
ñîñòàâëÿåò 2T0 , à ìè-
íèìàëüíàÿ ðàâíà 0T ?

Âûáåðåì ïðîèçâîëü-
íóþ òî÷êó íà èçîòåðìå
T0  è îáîçíà÷èì äàâëå-
íèå è îáúåì ãàçà â ýòîé
òî÷êå p1  è V1  ñîîòâåò-
ñòâåííî (ñì. ðèñóíîê).

Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ â öèêëå ñîñòà-
âèò xp1. (ßñíî, ÷òî x£ £1 2 .) Òîãäà ìàêñèìàëüíûé

îáúåì áóäåò ðàâåí V
x

1

2
. Ðàññ÷èòàåì ðàáîòó ãàçà â ýòîì

öèêëå:

( )A xp p V V
x

Ê ˆ
= - -Á ˜

Ë ¯
1 1 1 1

2

è ïîëó÷àåìîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû (ãåëèé – îäíîàòîì-
íûé ãàç):

Q A UΔ= + =13 13 ( )xp V V R T T
x

νÊ ˆ
- + -Á ˜

Ë ¯
1 1 1 0 0

2 3
2

2
.

Ó÷òåì åùå, ÷òî

pV RTν=1 1 0 .

Òîãäà ÊÏÄ öèêëà áóäåò ðàâåí

( )x
A x

Q
x

x

η

Ê ˆ
- -Á ˜

Ë ¯
= =

Ê ˆ
- +Á ˜

Ë ¯

2
1 1

2 3
1

2

.

Ìû âèäèì, ÷òî çíà÷åíèå ÊÏÄ íå çàâèñèò îò âûáîðà
íà÷àëüíîé òî÷êè öèêëà, à çàâèñèò òîëüêî îò îòíîøåíèÿ

p
x

p
=

max

min

. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ôóíê-

öèþ ( )xη  íà ìàêñèìóì.
Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ îò ýòîé ôóíêöèè ïî õ è ïðèðàâ-
íÿåì åå íóëþ. Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

x x+ - =
2

8 14 0 .

Ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ: x = -30 4 .
Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè x ª 1 è ïðè x ª 2  ÊÏÄ áóäåò î÷åíü
ìàë. Çíà÷èò, ìû íàøëè èìåííî ìàêñèìóì. Ïðè óêàçàí-

íîì çíà÷åíèè õ ÊÏÄ ïðèìåðíî ðàâåí 
1

12
.

Ðàçóìååòñÿ, ïðè àíàëèçå ôóíêöèè ( )xη  íà ìàêñèìóì
ìîæíî îáîéòèñü è áåç ïðîèçâîäíîé. Ïîïðîáóéòå ñäå-
ëàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.

À.Öèêëîâ

Ô1933. Äèðèæàáëü çàâèñ íàä ãîðèñòîé ìåñòíîñòüþ.
Èç-çà åñòåñòâåííîé èîíèçàöèè ó âîçäóõà èìååòñÿ
íåêîòîðàÿ ïðîâîäèìîñòü. Â ðåçóëüòàòå ýëåêòðè÷åñ-
êèé çàðÿä äèðèæàáëÿ óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà çà

êàæäûå τ  = 10 ìèí. Íàéäèòå óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå
âîçäóõà.

Çàðÿä äèðèæàáëÿ çàâèñèò îò âðåìåíè ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

tq q τ-

= ◊0 2 ,

ãäå q0  – íà÷àëüíûé çàðÿä. Äèðèæàáëü ðàçðÿæàåòñÿ
òîêîì

dq
I q

dt τ
= - =

ln 2
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðîâîäÿ-
ùåé ñðåäû ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ìåæäó ïëîò-
íîñòüþ òîêà j, íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Å
è óäåëüíûì ñîïðîòèâëåíèåì ñðåäû ρ :

E
j

ρ
= .

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ìàëåíüêèé öèëèíäð äëèíîé L
è ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S, ðàñïîëîæåííûé âäîëü ñèëî-
âîé ëèíèè ïîëÿ. Íàïðÿæåíèå ìåæäó òîðöàìè öèëèíäðà
U = EL, åãî ñîïðîòèâëåíèå R L Sρ= . Ïîýòîìó

( )
I U EL E

j
S RS L S Sρ ρ

= = = = .

Îêðóæèì ìûñëåííî äèðèæàáëü çàìêíóòîé ïîâåðõíîñ-
òüþ, ðàñïîëîæåííîé âáëèçè äèðèæàáëÿ. ×åðåç ìàëûé
ýëåìåíò kSΔ  ýòîé ïîâåðõíîñòè èäåò òîê

k
k k k k

E
I j S SΔ Δ Δ

ρ
= = ,

ãäå kE  – íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïåðïåí-
äèêóëÿðíàÿ ýòîìó ýëåìåíòó. Ñóììèðîâàíèå ïî âñåì
ýëåìåíòàì äàåò

k k kI E SΔ Δ
ρ

=Â Â
1

.

Ïîñêîëüêó kI IΔ =Â , à ïî òåîðåìå Ãàóññà kE SΔ =Â
q

ε
=

0

, òî

q
I

ε ρ
=

0

.

Ñðàâíèâ ýòî âûðàæåíèå ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå âûðàæå-
íèåì äëÿ I, íàéäåì èñêîìîå óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå:

τρ
ε

= ª ◊
14

0

10  nì ì

ln 2
.

À.×óäíîâñêèé

Ô1934. Â ñõåìå íà ðèñóíêå åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ
ðàâíû Ñ = 10 ìêÔ è 3Ñ, ñîïðîòèâëåíèÿ ðåçèñòîðîâ
ðàâíû R = 1 êÎì è 3R.
Íàïðÿæåíèå èñòî÷íè-
êà U ðàâíîìåðíî óâå-
ëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ äî

0U  = 100 Â çà âðåìÿ
τ  = 1 ÷. Íàéäèòå êîëè-
÷åñòâî òåïëîòû, âû-
äåëèâøååñÿ çà ýòî âðå-
ìÿ â êàæäîì èç ðåçèñ-
òîðîâ.
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Íàïðÿæåíèå èñòî÷íèêà âîçðàñòàåò î÷åíü ìåäëåííî –
íàñòîëüêî ìåäëåííî, ÷òî òîêè ÷åðåç ðåçèñòîðû ïîëó÷à-
þòñÿ î÷åíü ìàëûìè; ìàëûìè áóäóò  è íàïðÿæåíèÿ
ìåæäó âûâîäàìè êàæäîãî èç ðåçèñòîðîâ. Èíûìè ñëîâà-
ìè, íàïðÿæåíèÿ êîíäåíñàòîðîâ óñïåâàþò âûðàâíèâàòü-
ñÿ (õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ â
öåïè, ñîñòîÿùåé èç ðåçèñòîðà ñîïðîòèâëåíèåì R è
êîíäåíñàòîðà åìêîñòüþ Ñ, ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî
íåñêîëüêî ðàç ïî ïðîèçâåäåíèþ 3 5

10 10  cRC -

= ◊ =

0,01 c= ), à òîê ÷åðåç ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì R
ïîëó÷àåòñÿ òàêèì æå, êàê åñëè áû îáà ðåçèñòîðà
îêàçàëèñü çàìêíóòûìè (ò.å. èõ ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ
ðàñ÷åòîâ òîêîâ â öåïè ìîæíî ñ÷èòàòü íóëåâûìè).
Çàðÿäû êîíäåíñàòîðîâ óâåëè÷èâàþòñÿ ñî âðåìåíåì ïî
ëèíåéíîìó çàêîíó; çíà÷èò, òîêè ïîëó÷àþòñÿ ïîñòîÿí-
íûìè. Òîê ÷åðåç èñòî÷íèê, à çíà÷èò, è ÷åðåç ðåçèñòîð
ñîïðîòèâëåíèåì R, ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:

5
02 2 10 100 5

A  ì*`
3600 9

CU
I

τ

-

◊ ◊
= = = .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ïåðåðàñïðåäåëåíèè çàðÿäîâ
êîíäåíñàòîðîâ åìêîñòÿìè Ñ è 3Ñ òîê ÷åðåç ðåçèñòîð
ñîïðîòèâëåíèåì 3R ðàâåí ïîëîâèíå òîêà I (òîê èñòî÷-
íèêà ðàçâåòâëÿåòñÿ ìåæäó ýòèìè êîíäåíñàòîðàìè â
îòíîøåíèè 1:3 – êîíäåíñàòîðû ñîåäèíåíû ïàðàëëåëü-
íî, òàê êàê ðåçèñòîðû ìû çàìåíèëè ïåðåìû÷êàìè è òîê
÷åðåç «íèæíèé» êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ òàêîé æå, êàê
è ÷åðåç «âåðõíèé» àíàëîãè÷íûé êîíäåíñàòîð). Òåïåðü
ìîæíî íàéòè êîëè÷åñòâî òåïëîòû, âûäåëèâøååñÿ â
ðåçèñòîðå ñîïðîòèâëåíèåì R:

2
1

10
 ì*d›

9
Q I Rτ= = .

Ìîùíîñòü â ðåçèñòîðå ñîïðîòèâëåíèåì 3R ñîñòàâëÿåò
0,75 îò ìîùíîñòè â ðåçèñòîðå ñîïðîòèâëåíèåì R,
ïîýòîìó â íåì âûäåëèòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû

( )
2 2

2

3 5
0,5 3  ì*d›

4 6
Q I R I Rτ τ= ◊ = = .

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô1935. Èç îäíîãî êóñêà íèõðîìîâîé ïðîâîëîêè ñïàÿ-
ëè ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè 3a è
4a.Ê òðåì ñòîðîíàì ýòîãî òðåóãîëüíèêà ïîäñîåäè-
íèëè íåáîëüøèå ïî ðàçìåðàì âîëüòìåòðû òàê, ÷òî
ñîåäèíèòåëüíûå ïðîâîäà è ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
îáðàçóþò êâàäðàòû (ñì. ðèñóíîê). Âñÿ êîíñòðóê-
öèÿ íàõîäèòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíî
êîòîðîé íàïðàâëåíî îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå. Èí-
äóêöèÿ ïîëÿ èçìåíÿòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 0B t kΔ Δ = > .

Ñîïðîòèâëåíèÿ âîëü-
òìåòðîâ íàìíîãî
áîëüøå ñîïðîòèâëå-
íèé ñòîðîí òðåóãîëü-
íèêà. Íàéäèòå ïîêà-
çàíèÿ âîëüòìåòðîâ.

ÝÄÑ èíäóêöèè â ïðî-
âîëî÷íîì òðåóãîëü-
íîì êîíòóðå «íàïðàâ-
ëåíà» ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè è ðàâíà

ka=
2

6E . Ïóñòü ñî-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

ïðîòèâëåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíû 3R, 4R è 5R.
Òîãäà òîê â òðåóãîëüíèêå ðàâåí

ka
I

R R R R
= =

+ +

2

3 4 5 2

E

è íàïðàâëåí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òîêè ÷åðåç âîëüò-
ìåòðû íàìíîãî ìåíüøå I. ÝÄÑ èíäóêöèè â êîíòóðå â
âèäå êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 3à ðàâíà ka=

2
1 9E  è «íà-

ïðàâëåíà» ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïî âòîðîìó ïðàâè-
ëó Êèðõãîôà äëÿ ýòîãî êîíòóðà,

U RI= -1 1 3E .

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ 1E  è I íàõîäèì ïîêàçàíèÿ
âîëüòìåòðà 1V :

U RI ka= + =
2

1 1

21
3

2
E .

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì ïîêàçàíèÿ âîëüòìåòðîâ 2V  è 3V :

U ka=
2

2 18 , U ka=
2

3

55

2
.

Â.×èâèë¸â

Ô1936. Â öåïè íà ðèñóíêå 1 êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè
îäèíàêîâû, è èõ ìîæíî ñ÷èòàòü èäåàëüíûìè. Ñîïðî-
òèâëåíèÿ âîëüòìåòðîâ
îäèíàêîâû, è èõ ìîæíî
ñ÷èòàòü ÷èñòî àêòèâ-
íûìè («îìè÷åñêèìè»).
Àìïëèòóäà ãàðìîíè÷åñ-
êîãî íàïðÿæåíèÿ èñòî÷-
íèêà ñîñòàâëÿåò 0U , à
÷àñòîòó ýòîãî íàïðÿ-
æåíèÿ ìîæíî ìåíÿòü â
øèðîêèõ ïðåäåëàõ. Êàêèìè ìîãóò áûòü ìàêñèìàëü-
íûå ïîêàçàíèÿ êàæäîãî èç âîëüòìåòðîâ? ×òî ïðè
ýòîì áóäåò ïîêàçûâàòü äðóãîé âîëüòìåòð?

Ïîñòðîèì âåêòîðíóþ äèàãðàì-
ìó, íà÷èíàÿ ñ âåêòîðà, èçîáðà-
æàþùåãî íàïðÿæåíèå U1  ïðà-
âîãî âîëüòìåòðà (ðèñ.2). Òîê
÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíóþ öåïî÷-
êó, ñîäåðæàùóþ ýòîò âîëüò-
ìåòð è ïðàâóþ êàòóøêó èíäóê-
òèâíîñòè, ðàâåí

I%K?
L

U U

R X

Ê ˆÊ ˆ
= +Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

22

1 1 .

Îáîçíà÷èâ α  óãîë ìåæäó âåê-
òîðàìè, èçîáðàæàþùèìè íà-
ïðÿæåíèÿ U1  è U2  ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âîëüòìåòðîâ, íàéäåì
ñóììó òðåõ âåêòîðîâ:

( ) ( )
222 2

0 %K? 1 2 33 sin cosU U U U Uα α= = + - .

Îòñþäà
0

1
2

1 1
9

cos sin

U
U

α α

=

Ê ˆ
+ -Á ˜
Ë ¯

.



Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå U1  ïîëó÷èòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà
ìèíèìàëåí çíàìåíàòåëü. Ýòî áóäåò, êîãäà âûðàæåíèå â
ñêîáêàõ îáðàòèòñÿ â íîëü:

α α
=

1 1

cos sin
, α = ∞45 , 0

1max
3

U
U = .

Â ýòîì ñëó÷àå âåðõíèé âîëüòìåòð ïîêàæåò

2 1 0

2
2

3
U U U= = .

Ìàêñèìàëüíîå ïîêàçàíèå âåðõíåãî âîëüòìåòðà ïîëó÷à-
åòñÿ íà î÷åíü íèçêèõ ÷àñòîòàõ è ñîñòàâëÿåò 0U .  Ïîêà-
çàíèå íèæíåãî âîëüòìåòðà ïðè ýòîì áëèçêî ê íóëþ.

À.Çèëüáåðìàí

Ô1937. Îïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ
òîíêèõ äâîÿêîâûïóêëûõ ëèíç ñ îäèíàêîâûìè ðàäèóñà-

ìè êðèâèçíû ïîâåðõíîñòåé, èçìåíÿåò äèà-
ìåòð ïàäàþùåãî íà ñèñòåìó ïó÷êà ïàðàë-
ëåëüíûõ ëó÷åé â γ  ðàç, îñòàâëÿÿ ïó÷îê
ïàðàëëåëüíûì ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ñèñòå-
ìû. Åñëè ïåðåìåñòèòü ëèíçû èç âîçäóõà â
ãëèöåðèí, òî îáå ëèíçû îñòàíóòñÿ ñîáèðà-
þùèìè, íî èõ ôîêóñíûå ðàññòîÿíèÿ óâåëè-
÷àòñÿ â α  è β  ðàç. Êàæäàÿ èç ëèíç
ñîñòàâëåíà èç äâóõ îäèíàêîâûõ ïëîñêîâû-
ïóêëûõ ëèíç. Èõ ðàçíÿëè è ïîëîâèíêè ðàç-
íûõ ëèíç ñîåäèíèëè âìåñòå (ñì. ðèñóíîê).
Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ ôîêóñíîå ðàñ-

ñòîÿíèå òàêîé êîìïîçèòíîé ëèíçû, åñëè åå ïåðåìåñ-
òèòü èç âîçäóõà â ãëèöåðèí?

Ïóñòü D1  è D2  – îïòè÷åñêèå ñèëû äâóõ èñõîäíûõ ëèíç,
D – îïòè÷åñêàÿ ñèëà êîìïîçèòíîé ëèíçû. Ôîêóñíûå
ðàññòîÿíèÿ ëèíç ñâÿçàíû ñ èõ îïòè÷åñêèìè ñèëàìè

îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ:

F
D

=1

1

1
, F

D
=2

2

1
, F

D
=

1
.

Èç óñëîâèé F Fα=¢1 1  è F Fβ=¢2 1 âûðàçèì îïòè÷åñêèå
ñèëû ëèíç â æèäêîñòè:

D
D

α
=¢

1
1 , 

D
D

β
=¢

2
2 .

Äèàìåòð ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç îïòè÷åñêóþ ñèñòåìó èç
äâóõ ëèíç ïó÷êà ïàðàëëåëüíûõ ëó÷åé èçìåíèòñÿ â γ
ðàç, åñëè ëèíçû èìåþò îáùóþ òî÷êó ôîêóñà (òåëåñêî-
ïè÷åñêàÿ ñèñòåìà) è èõ îïòè÷åñêèå ñèëû îòëè÷àþòñÿ â
γ  ðàç. Ïîýòîìó çàïèøåì

D

D
γ=

1

2

 èëè 
D

D
γ=

2

1

.

Ó ëèíçû ñ ìåíüøåé îïòè÷åñêîé ñèëîé ïðè ïîìåùåíèè
â îïòè÷åñêè áîëåå ïëîòíóþ ñðåäó îïòè÷åñêàÿ ñèëà
èçìåíÿåòñÿ â áîëüøåå ÷èñëî ðàç, ïîýòîìó èç óñëîâèÿ
β α>  ñëåäóåò D D<2 1 , ò.å.

D

D
γ= >

1

2

1.

Åñëè ëèíçû ïðèëîæåíû îäíà ê äðóãîé, òî èõ îïòè÷åñ-
êèå ñèëû ñêëàäûâàþòñÿ. Â êà÷åñòâå ëèíç ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïîëîâèíêè èñõîäíûõ ëèíç, ñëåäîâàòåëüíî,

D D
D

+
=

1 2

2
, 

D D
D

+¢ ¢
=¢

1 2

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ D¢1  è D¢2  è èñïîëüçóÿ
ñîîòíîøåíèå ìåæäó D1  è D2 , íàõîäèì

( )D DF D

F D D D

αβ γ
α βγ

++¢
= = =

+ +¢ ¢ ¢

1 2

1 2

1
.

À.×óäíîâñêèé

Íîâûé ïðèåì íà çàî÷íîå îòäåëåíèå
Ìàëîãî ìåõìàòà

Áîëåå 25 ëåò ïðè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Ìîñ-
êîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà
ðàáîòàåò Ìàëûé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò (ÌÌÌÔ).
Çà ãîäû ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ çàî÷íîå îòäåëåíèå Ìàëîãî ìåõ-
ìàòà âûïóñòèëî ñâûøå 10000 ó÷àùèõñÿ, ìíîãèå èç êîòîðûõ
ñòàëè ñòóäåíòàìè ìåõìàòà è äðóãèõ ôàêóëüòåòîâ ÌÃÓ.

Îñíîâíûå çàäà÷è Ìàëîãî ìåõìàòà – ïðèîáùåíèå øêîëüíèêîâ
ê ìàòåìàòèêå, óãëóáëåíèå èõ çíàíèé â ðàìêàõ øêîëüíîé ïðî-
ãðàììû è ðàñøèðåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî êðóãîçîðà..

Â 2005 ãîäó çàî÷íîå îòäåëåíèå Ìàëîãî ìåõìàòà îáúÿâëÿåò
ïðèåì ó÷àùèõñÿ â 8 è 9 êëàññû íà 2005/06 ó÷åáíûé ãîä. Íà
çàî÷íîå îòäåëåíèå ïðèíèìàþòñÿ ó÷àùèåñÿ èç Ðîññèè (â òîì
÷èñëå è ïðîæèâàþùèå â Ìîñêâå), ñòðàí ÑÍÃ è Ïðèáàëòèêè.

Ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü îáó÷åíèÿ íåñêîëüêèõ ó÷åíèêîâ èç
îäíîé øêîëû ïî ôîðìå «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê». Ãðóïïà ðàáî-
òàåò ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðåïîäàâàòåëÿ è ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ
íå áîëåå 15 ó÷àùèõñÿ. Êàê ïðàâèëî, ìàòåðèàëû ìåòîäè÷åñêèõ
ðàçðàáîòîê èçó÷àþòñÿ òàêèìè ãðóïïàìè âî âðåìÿ ôàêóëüòàòèâ-
íûõ (êðóæêîâûõ) çàíÿòèé. Ãðóïïà «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê»
îáó÷àåòñÿ êàê îäèí ó÷àùèéñÿ, ò.å. îôîðìëÿåò ïî êàæäîìó
çàäàíèþ îäíó ðàáîòó è îïëà÷èâàåò îáó÷åíèå âñåé ãðóïïû êàê
îáó÷åíèå îäíîãî ó÷àùåãîñÿ.

Çà÷èñëåíèå â 8 è 9 êëàññû (êàê äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ, òàê è äëÿ
êîëëåêòèâíûõ ó÷åíèêîâ) ïðîèçâîäèòñÿ íà êîíêóðñíîé îñíîâå ïî

ðåçóëüòàòàì âûïîëíåíèÿ ïðèâåäåííîé íèæå âñòóïèòåëüíîé

ðàáîòû.
Îáó÷åíèå íà çàî÷íîì îòäåëåíèè ïëàòíîå. Èíôîðìàöèÿ îá

óñëîâèÿõ îïëàòû áóäåò âûñëàíà ó÷àùèìñÿ, çà÷èñëåííûì íà
çàî÷íîå îòäåëåíèå, îñåíüþ 2005 ãîäà, ïîñëå ïðîâåðêè âñòóïè-
òåëüíûõ ðàáîò. Ñåé÷àñ ñòîèìîñòü ïðîâåðêè îäíîãî çàäàíèÿ
ñîñòàâëÿåò (â çàâèñèìîñòè îò êëàññà) 100–120 ðóá., îäíàêî â
2005/06 ó÷åáíîì ãîäó îíà ìîæåò áûòü íåìíîãî ïîâûøåíà (çà ãîä
ó÷àùèéñÿ âûïîëíÿåò 6–8 çàäàíèé). Øêîëüíèêè, óñïåøíî çàêîí-
÷èâøèå îáó÷åíèå íà çàî÷íîì îòäåëåíèè, ïîëó÷àþò ñâèäåòåëü-
ñòâà îá îêîí÷àíèè Ìàëîãî ìåõìàòà.

Æåëàþùèå ïîñòóïèòü íà çàî÷íîå îòäåëåíèå Ìàëîãî ìåõìàòà
(êàê â 8, òàê è â 9 êëàññ) äîëæíû íå ïîçäíåå 30 ìàÿ 2005 ãîäà

(äëÿ ãðóïï «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê – íå ïîçäíåå 20 ñåíòÿáðÿ

2005 ãîäà) âûñëàòü â íàø àäðåñ ïðîñòûì ïèñüìîì ðåøåíèÿ çàäà÷
âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû (ïðè ýòîì íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü
ðåøåíû âñå çàäà÷è). Âñòóïèòåëüíóþ ðàáîòó íåîáõîäèìî âûïîë-
íèòü â øêîëüíîé òåòðàäè â êëåòêó. Çàïèñûâàòü ðåøåíèÿ â
òåòðàäü ñëåäóåò â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì çàäà÷è èäóò âî
âñòóïèòåëüíîé ðàáîòå. Íà îáëîæêó òåòðàäè íàêëåéòå ëèñò
áóìàãè ñî ñëåäóþùèìè äàííûìè:

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 34)

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 25



Ê Â À Í T · 2 0 0 5 / ¹ 126

Çàäà÷è
Ê  Ì  Ø

1. Ó ïðîäàâöà åñòü 3 ñîðòà çåëåíîãî ÷àÿ. Ïåòÿ êóïèë ïî
íåñêîëüêî ãðàììîâ êàæäîãî ñîðòà. Ïðîäàâåö çàìåòèë,
÷òî åñëè áû îí ïîìåíÿë ìåñòàìè ëþáûå äâà öåííèêà,
à Ïåòÿ êóïèë òàêîé æå òîâàð, òî Ïåòå ïðèøëîñü áû
çàïëàòèòü áîëüøå äåíåã. Ìîæåò ëè òàêîå ñëó÷èòüñÿ?

Ä. Êàëèíèí

2. à) Ìîæíî ëè, èñïîëüçóÿ êàæäóþ èç 10 öèôð ïî
îäíîìó ðàçó, çàïèñàòü íàòóðàëüíîå  ÷èñëî è åãî
êâàäðàò?

Ñ. Òîêàðåâ

á) À ìîæíî ëè ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ çàïèñàòü êâàäðàò
è êóá îäíîãî è òîãî æå  íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

È. Àêóëè÷

3. Ïåòÿ : Óñïåøíî ëè òû âûñòóïèë íà ñîðåâíîâàíèÿõ?

Âàñÿ : À òû ðåøè ñàì. Ìåíÿ îáîøëà 
n

1
-ÿ ÷àñòü ñïîðò-

ñìåíîâ, çàòî ÿ îñòàâèë ïîçàäè 
n -

1

1
-þ ÷àñòü.

Ïåòÿ : À ÷òî òàêîå n?
Âàñÿ : Ýòî íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 2.
Ïåòÿ : Î, ïîçäðàâëÿþ! Òåáå óäàëîñü çàíÿòü ïðèçîâîå
òðåòüå ìåñòî!
Íå îøèáñÿ ëè Ïåòÿ?

À. Æóêîâ

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8

êëàññîâ.

4. Áèëüÿðäíûé ñòîë èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà. Èç òî÷êè íà ãèïîòåíóçå ïåðïåíäèêóëÿð-
íî åé âûïóñòèëè øàð, êîòîðûé óäàðèëñÿ î äâà áîðòà è
âåðíóëñÿ íà ãèïîòåíóçó. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà òàêîãî
ïóòè íå çàâèñèò îò òî÷êè ñòàðòà. (Øàð îòðàæàåòñÿ îò
áîðòîâ ïî çàêîíó: «Óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæå-
íèÿ».)

Ä.Êàëèíèí

5. Ìíîãèì èçâåñòíà êîìïüþòåðíàÿ èãðà «Ñàïåð».
Ïðåäïîëîæèì, â íåêîòîðûõ êëåòêàõ êâàäðàòà ¥9 9

ñòîÿò íåâèäèìûå ìèíû. Êðîìå òîãî, â êàæäîé êëåòêå
(äàæå â òîé, ãäå åñòü ìèíà) çàïèñàíî îáùåå êîëè÷åñòâî
ìèí â ñîñåäíèõ ñ íåé êëåòêàõ. Ñîñåäíèìè íàçîâåì
êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó èëè âåðøèíó.
Ìîæíî ëè ïî ýòèì ÷èñëàì îïðåäåëèòü ðàñïîëîæåíèå
âñåõ ìèí?

Ë.Èâàíîâ, À.Êàíåëü-Áåëîâ



Ìû çåâåðøàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ó÷àùèõñÿ 6–8 êëàññîâ.
Ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñûëàéòå â òå÷åíèå ìåñÿöà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòîãî íîìåðà æóðíàëà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò» (ñ ïîìåòêîé «Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»). Íå
çàáóäüòå óêàçàòü èìÿ, êëàññ è äîìàøíèé àäðåñ.

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå òîëüêî îòäåëüíûõ øêîëüíèêîâ, íî è
ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ. Ðóêîâîäèòåëåé êðóæêîâ ïðîñèì óêàçàòü ýëåêòðîííûé àäðåñ èëè êîíòàêò-
íûé òåëåôîí. Ïî òðàäèöèè, êðóæêè-ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî êîíêóðñà ïðèãëàøàþòñÿ íà ôèíàëüíûé
î÷íûé òóðíèð.

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

«Ìàòåìàòèêà 6–8»

16. Íàéäèòå âñå òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ó è íåíóëå-
âûå öèôðû õ, ÷òî

xx xx y=…
2 .

Â.Ñåíäåðîâ

17. Ó ïëîñêîé çàìêíóòîé äåñÿòèçâåííîé ëîìàíîé
ABCDEFGHKLA ñîâïàäàþò ñåðåäèíû ïàð çâåíüåâ ÀÂ è
FG, ÂÑ è GH, CD è HK, DE è KL. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû
çâåíüåâ ÅF è LA òàêæå ñîâïàäàþò.

È.Àêóëè÷

18. Ïóñòü ( )a bНОД ,  è ( )a bНОК ,  – ñîîòâåòñòâåííî
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü è íàèìåíüøåå îáùåå
êðàòíîå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë à è b. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

( )
( )

a b
a b

a b
= -

НОК ,

НОД ,
,

òî

( ) ( )a b a b=
2

НОК , НОД , .
À.Æóêîâ

19. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êëåòîê øàõìàòíîé äîñ-
êè ìîæíî îòìåòèòü, ÷òîáû íå íàøëîñü íè îäíîãî
òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â öåíòðàõ
îòìå÷åííûõ êëåòîê?

È.Àêóëè÷

20. Ïëîñêîñòü ðàçäåëåíà âåðòèêàëüíûìè è ãîðèçîí-
òàëüíûìè ïðÿìûìè íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îäèíàêîâûõ
êâàäðàòîâ. Â êàæäîì êâàäðàòå çàïèñàíî íàòóðàëüíîå
÷èñëî, ïðè÷åì êàæäîå ÷èñëî n çàïèñàíî ðîâíî â n
êëåòêàõ (ò.å. âñåãî íà äîñêå îäíà åäèíèöà, äâå äâîéêè,
òðè òðîéêè è ò.ä.). Äëÿ êàæäîé ïàðû ñîñåäíèõ êëåòîê
ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ðàçíîñòü (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå)
ìåæäó ÷èñëàìè â ýòèõ êëåòêàõ (ñîñåäíèìè áóäåì
ñ÷èòàòü êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó). Êàêîå íàè-
ìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü íàèáîëüøàÿ èç
ýòèõ ðàçíîñòåé?

È.Àêóëè÷

Ð
ÀÑÑÌÎÒÐÈÌ ÍÅÑÊÎËÜÊÎ ÏÐÈÅÌÎÂ ÐÀÑÑÓÆÄÅ-
íèé, ïîçâîëÿþùèõ îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïî÷åìó òîò

èëè èíîé öèôðîâîé ðåáóñ íå èìååò ðåøåíèé.1

Íàïîìíèì, ÷òî â öèôðîâûõ ðåáóñàõ îäèíàêîâûå
áóêâû çàìåíÿþòñÿ îäèíàêîâûìè öèôðàìè, ðàçíûå
áóêâû – ðàçíûìè öèôðàìè. Ïåðâóþ áóêâó íåëüçÿ
çàìåíÿòü íóëåì.

Èññëåäóåì ïîñëåäíþþ öèôðó

Ðåáóñ

ÏËÞÑ + ÌÈÍÓÑ = 52743

íå èìååò ðåøåíèé, ïîñêîëüêó êàæäîå èç ÷èñåë ÏËÞÑ
è ÌÈÍÓÑ îêàí÷èâàåòñÿ íà îäíó è òó æå öèôðó Ñ, à
çíà÷èò, èõ ñóììà äîëæíà áûòü ÷åòíîé, íî ÷èñëî 52743
– íå÷åòíîå.

Ïî÷åìó íåò ðåøåíèé?
(Óãîëîê ïÿòèêëàññíèêà)

À.ÇÀÉ×ÈÊ

1 Ðåáóñû âçÿòû èç êíèãè À.È.Çàé÷èêà  «×èñëîâàÿ ìîçàèêà»
(Ì., 2003).
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Óïðàæíåíèå 1. Ïî÷åìó íå èìååò ðåøåíèé ðåáóñ

ÂÈÐÀÆ + ÃÀÐÀÆ + ÌÈÐÀÆ + ÑÒÐÀÆ + ÒÈÐÀÆ =

= 384752 ?

Èññëåäóåì ïåðâóþ öèôðó

Â ðåáóñå

ÎÐÒ + ÒÎÐ + ÐÎÒ = 471

ïåðâûå öèôðû Î, Ò, Ð òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ðàçëè÷íû è íå
ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó ≥О + Т + Р  1 + 2 + 3 = 6 , à
ýòî áîëüøå, ÷åì öèôðà â ðàçðÿäå ñîòåí ÷èñëà 471.

Óïðàæíåíèå 2. Ðàçäåëèòñÿ ëè íàöåëî (áåç îñòàòêà) ÷èñëî

ÀËÃÅÁÐÀ íà ÷èñëî ÀÏÎÔÅÌÀ?

Èññëåäóåì ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ öèôðû

Â ðåáóñå

⋅СЕВ 6 = ВЕС

öèôðà Ñ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé öèôðîé ÷åòíîãî ÷èñëà
ÂÅÑ. Ïîñêîëüêó îíà, ê òîìó æå, îòëè÷íà îò íóëÿ (Ñ –
ïåðâàÿ öèôðà ÷èñëà ÑÅÂ), òî ≥С 2 . Íî òîãäà ÷èñëî

◊СЕВ 6  äîëæíî áûòü ÷åòûðåõçíà÷íûì, è ðåáóñ ðåøå-
íèé íå èìååò.

Óïðàæíåíèå 3

Äîëãî òÿíåòñÿ óðîê,

ß íà 8 ìíîæó ÄÐÎÊ.

Çàêëþ÷èòåëüíûé àêêîðä –

Ó ìåíÿ â îòâåòå ÊÎÐÄ.

Ýòà ïðàâäà èëè íåò?

Ïîñêîðåå äàé îòâåò.

Èññëåäóåì äåëèìîñòü

Â ëåâîé ÷àñòè ðåáóñà

ÎÐÒ + ÒÎÐ + ÐÎÒ = 974

ñòîèò ÷èñëî, êðàòíîå 3. Äåéñòâèòåëüíî,

ОРТ + ТОР + РОТ = ◊ ◊ ◊О 100 + Р 10 + Т + Т 100 +

+ ◊ ◊ ◊=О 10 + Р + Р 100 + О 10 + Т=

= ◊ ◊ ◊120 О + 111 Р + 102 Т .

Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïîñëåäíåé ñóììå äåëèòñÿ íà 3.
×èñëî æå 974 íà 3 íå äåëèòñÿ, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàå-
ìûé ðåáóñ íå èìååò ðåøåíèé.

Óïðàæíåíèå 4. Èìååò ëè ðåøåíèå ðåáóñ

ÂÎÄÀ + ÊÎÄÀ + ÌÎÄÀ + ÑÎÄÀ = 18014?

Îöåíèâàåì âåëè÷èíû

Â ëåâîé ÷àñòè ðåáóñà

ÈÑÊ + ÊÑÈ + ÈÊÑ = 3102

ñòîèò ñóììà òðåõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ íå áîëüøå
1000. Çíà÷èò, èõ ñóììà íå áîëüøå 3000, ïîýòîìó ðåáóñ
íå èìååò ðåøåíèé.

Óïðàæíåíèå 5. Ïî÷åìó äâà ñëåäóþùèõ ðåáóñà íå èìåþò

ðåøåíèé:

à) ÊÈÒ + ÒÈÊ = 202;

á) ËÎÄÊÀ + ÊÎËÎÄÊÀ > 9990000 ?

Ïðåîáðàçîâûâàåì è îöåíèâàåì

Ïðåæäå ÷åì îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïî÷åìó ðåáóñ

ÊÎÒ + ÒÎÊ = 858

íå èìååò ðåøåíèé, çàïèøåì åãî â ðàâíîñèëüíîì âèäå:

( )◊ + ◊КОТ + ТОК = 101 К + Т 20 О = 808 + 50 ,

èëè

( ) ( )◊ - = ◊ - ◊101 К + Т 8 10 5 2 О .

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íå ðàâíà íóëþ è íà
101 íå äåëèòñÿ. Ïîýòîìó èñõîäíûé ðåáóñ ðåøåíèé íå
èìååò.

Óïðàæíåíèÿ

6. Ïî÷åìó íå èìåþò ðåøåíèé ñëåäóþùèå äâà ðåáóñà:

à) ÄÎÊ + ÄÎË + ÄÎÌ = 1200;

á) ÎÄÀ + ÂÎÄÀ = 2000?

7. à) Ðàçäåëèòñÿ ëè íà 1000 ñóììà ÁÀÐ + ÀÌÁÀÐ?

á) Ðàçäåëèòñÿ ëè íà 101 ðàçíîñòü ÊÀÒÀÐ – ÊÀÐÀÒ?

8. à) Íàéäóòñÿ ëè äâà òàêèõ ÷èñëà ÃÓÌ è ÌÃÓ, ÷òî

◊ =ГУМ + 99 9 МГУ ?

á) Íàéäóòñÿ ëè äâà òàêèõ ÷èñëà ÃÀÌ è ÌÀÃ, ÷òî

◊ГАМ + 99 8 = МАГ ?



Áóëàâà
Ñ.ÂÀÐËÀÌÎÂ

Ø Ê Î Ë À  Â  « Ê Â À Í Ò Å »

Ê
ÀÊ ÈÇÂÅÑÒÍÎ, ÃÈÏÅÐÁÎËÀ – ÝÒÎ ÍÅ ÒÎËÜÊÎ ÃÅÎÌÅÒ-

òðè÷åñêàÿ êðèâàÿ, çàäàâàåìàÿ îïðåäåëåííûì ñîîòíîøå-
íèåì ìåæäó êîîðäèíàòàìè, íî è ëèòåðàòóðíûé ïðèåì, ïîçâî-
ëÿþùèé ÿðêî è îáðàçíî ïåðåäàòü ýìîöèîíàëüíîå îòíîøåíèå
ãîâîðÿùåãî (ïèøóùåãî) ê òîìó, î ÷åì îí ðàññêàçûâàåò. Îò
ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïðèåìà, ïðàâäà, ÷àñòî ñòðàäàåò çäðàâûé
ñìûñë. Êàê çäîðîâî, ñîãëàñèòåñü, â ðàçãîâîðå çâó÷èò ôðàçà:
«Ñòî ëåò íå âèäåëèñü!» À âîò íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ
ïðèìåðîâ ãèïåðáîë. Ó Ãîãîëÿ «…ðåäêàÿ ïòèöà äîëåòèò äî
ñåðåäèíû Äíåïðà». Îäèí èç ëèòåðàòóðíûõ ãåðîåâ Î’Ãåíðè,
ïðåáûâàÿ â ïëîõîì íàñòðîåíèè, òàê ïíóë íîãîé ïîðîñåíêà,
÷òî òîò ïîëåòåë, îïåðåæàÿ çâóê ñîáñòâåííîãî âèçãà. À â îäíîé
èç ñêàçîê ìîãó÷èé áîãàòûðü áðîñèë ââåðõ áóëàâó, êîòîðàÿ
âåðíóëàñü íà ìåñòî… òîëüêî ÷åðåç 40 äíåé!

Ïîñëåäíÿÿ ãèïåðáîëà ëåãëà â îñíîâó çàäà÷è, ïðåäëàãàâ-
øåéñÿ íà îäíîì èç Òóðíèðîâ þíûõ ôèçèêîâ. Â ýòîé çàäà÷å
íóæíî áûëî îöåíèòü ïàðàìåòðû çíàìåíèòîãî áðîñêà è ïîäî-
áðàòü ìàòåðèàë äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ïîäõîäÿùåé áóëàâû.

Ñîðîê äíåé – ýòî áîëüøå, ÷åì ëóííûé ìåñÿö, ñëåäîâàòåëü-
íî, ñêàçî÷íàÿ áóëàâà âûëåòåëà çà ïðåäåëû çåìíîé àòìîñôå-
ðû ñî ñêîðîñòüþ, ÷óòü ìåíüøåé âòîðîé êîñìè÷åñêîé, è çà
âðåìÿ ïîëåòà óäàëÿëàñü îò Çåìëè íà ðàññòîÿíèå, áîëüøåå ÷åì
ðàññòîÿíèå îò Ëóíû äî Çåìëè. Êîñìè÷åñêàÿ ôàçà ïîëåòà
áóëàâû – ñàìàÿ ïðîñòàÿ ÷àñòü çàäà÷è, íî íå ñàìàÿ èíòåðåñ-
íàÿ. À âîò ðàçãîí áóëàâû îò íóëåâîé äî íóæíîé ñêîðîñòè è
åå ïîëåò â àòìîñôåðå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è äîñòîéíû
äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ñîâðåìåííûå ðàêåòû â íà÷àëüíîé ôàçå ïîëåòà â ïëîòíîé
àòìîñôåðå äâèæóòñÿ ìåäëåííî, ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ ñêî-
ðîñòü, è ïðèîáðåòàþò ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü óæå âíå àòìîñ-
ôåðû. Â îòëè÷èå îò ðàêåò, áóëàâà íå èìåëà ðåàêòèâíîãî
äâèãàòåëÿ. Ðàçãîí áóëàâû îò íóëåâîé ñêîðîñòè ïðîèñõîäèë

íà îòðåçêå ïóòè, äëèíà êîòîðîãî ñðàâíèìà ñ ðîñòîì áîãàòû-
ðÿ, ïîýòîìó ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü áóëàâà èìåëà â òîò
ìîìåíò, êîãäà áîãàòûðü âûïóñêàë åå èç ðóê, ò.å. íå î÷åíü
âûñîêî íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè. Â äàëüíåéøåì åå ñêîðîñòü
íà ïóòè ââåðõ òîëüêî óìåíüøàëàñü, íî ñîõðàíèëà âåëè÷èíó
ïîðÿäêà 11 êì/ñ íà âûñîòå 100 êì (íà ýòîé âûñîòå óæå ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü ñîïðîòèâëåíèåì àòìîñôåðû). Èç êàêîãî æå ìàòå-
ðèàëà áûëà èçãîòîâëåíà áóëàâà è êàêîâû áûëè åå ðàçìåðû,
åñëè îíà ïðåîäîëåëà ñîïðîòèâëåíèå òîëùè çåìíîé àòìîñôå-
ðû òîëüêî çà ñ÷åò íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè?

Åñëè áû íå áûëî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè äâèæåíèè â âîçäóõå,
òî ïîäúåì íà âûñîòó 100 êì ñîîòâåòñòâîâàë áû óìåíüøåíèþ
ñêîðîñòè, êîòîðîå ëåãêî îöåíèòü, ñ÷èòàÿ, ÷òî íà ýòîì ïóòè
áóëàâà äâèãàëàñü ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì. Ñîãëàñíî çàêî-
íó ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè,

2 2
0

1 1

2 2

H
MgH Mv Mv+ = .

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü
áóëàâû 

0v  äîëæíà áûëà áûòü âñåãî íà 1% áîëüøå, ÷åì
ñêîðîñòü H

v íà âûñîòå H = 100 êì. Èíûìè ñëîâàìè, âëèÿíè-
åì ãðàâèòàöèè íà ïóòè áóëàâû ÷åðåç àòìîñôåðó ìîæíî ñìåëî
ïðåíåáðå÷ü. Íàáëþäàòåëüíûå ÷èòàòåëè, êîíå÷íî æå, íå ðàç
âèäåëè, êàê â íî÷íîì íåáå ñêâîçü àòìîñôåðó ïðîëåòàþò è
ñãîðàþò ìåòåîðèòû. Ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî âîçäóõà ó ìåòåî-
ðèòîâ – ïðèøåëüöåâ èç êîñìîñà – ñîñòàâëÿþò äåñÿòêè êèëî-
ìåòðîâ â ñåêóíäó. Çàðà-
íåå ïðåäóïðåäèì ÷èòàòå-
ëåé, ÷òî íàøè îöåíêè ñêî-
ðîñòè áóëàâû òîæå ïðèâå-
äóò ê âåëè÷èíå ïîðÿäêà
10 êì/ñ. Òàêîé ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ ÷àñòèö âîçäóõà
(àòîìîâ è èîíîâ êèñëîðî-
äà è àçîòà) ïðè õàîòè÷åñ-
êîì äâèæåíèè ñîîòâåò-
ñòâóåò òåìïåðàòóðà îêîëî

5
10  ãðàäóñîâ. Äàæå åñëè
ïðèíÿòü òåìïåðàòóðó íà
ïîðÿäîê ìåíüøåé, ò.å.

4
10 ãðàäóñîâ, òî âñå ðàâ-
íî ïîëó÷àåòñÿ îòíþäü íå ìàëî. Òàê ÷òî íà÷àëüíîé òåïëîâîé
ýíåðãèåé âîçäóõà, î÷åâèäíî, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ðàññìîòðèì óïðîùåííóþ ìåõàíè÷åñêóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ
ïëîòíîãî ïðåäìåòà â âîçäóøíîé ñðåäå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
áóëàâà èìååò ôîðìó øàðà ðàäèóñîì R è ìàññîé Ì. Ïóñòü
áóëàâà íå ðàçðóøàåòñÿ ïðè ïðîëåòå ÷åðåç àòìîñôåðó. Îöå-
íèì ïîòåðè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè áóëàâû è èçìåíåíèå èì-
ïóëüñà áóëàâû, ñâÿçàííûå ñ åå äâèæåíèåì â âîçäóõå.

Åñëè çà ìàëîå âðåìÿ tΔ  áóëàâà â âîçäóõå ïðîøëà ïóòü
b v tΔ= , òî â äâèæåíèå ïðèøåë âîçäóõ, êîòîðûé äî ïðîëåòà
áóëàâû íàõîäèëñÿ â îáúåìå, ïðèìåðíî ðàâíîì 2

R bπ . Ýòîò
âîçäóõ íå òîëüêî ïðèîáðåë êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, íî è
ïîëó÷èë èìïóëüñ, íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó äâèæåíèÿ áóëà-
âû. Ïðåäñòàâèì äâèæåíèå âîçäóõà â âèäå êîëüöåâîé ñòðóè,
ñðûâàþùåéñÿ ñ áóëàâû-øàðà. Òàêàÿ ñòðóÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ
ñêîðîñòüþ è óãëîì, êîòîðûé ñêîðîñòü îáðàçóåò ñ íàïðàâëå-
íèåì äâèæåíèÿ áóëàâû. Ïðè äàëüíåéøåì äâèæåíèè ýòà
ñòðóÿ ñîçäàåò çâóêîâûå âîëíû â âîçäóõå, è â êîíöå êîíöîâ
âñÿ ïîëó÷åííàÿ âîçäóõîì ìåõàíè÷åñêàÿ è òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ
ïåðåõîäèò â ýíåðãèþ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë âîçäó-
õà (â òåïëîâóþ ýíåðãèþ).

Íà ðèñóíêå ïîêàçàíà ýòà ñàìàÿ êîëüöåâàÿ ñòðóÿ, ñðûâàþ-
ùàÿñÿ ñ øàðà, íî åå ðàçìåðû, êîíå÷íî, íåïðîïîðöèîíàëüíî
âåëèêè. Äâèæåíèå âîçäóõà ìîæíî îïèñûâàòü òàêîé ñòðóåéÐèñóíîê Â.Áàáàåâà
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òîëüêî â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò øàðà. Âäàëè îò øàðà
ôîðìèðóåòñÿ çâóêîâàÿ âîëíà, èìåþùàÿ ôîðìó êîíóñà Ìàõà

ñ óãëîì ƒ"3*=
arcsin

v

v
β ∼ . Ñæàòèå âîçäóõà ïðè íàáåãàíèè åãî

íà øàð ïðîèñõîäèò ïî òàê íàçûâàåìîé «óäàðíîé àäèàáàòå».

Åñëè ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé
ñ áóëàâîé, òî äàâëåíèå ñæàòîãî âîçäóõà âáëèçè ïîâåðõíîñòè
áóëàâû â ñåðåäèíå íàáåãàþùåãî íà áóëàâó ïîòîêà ðàâíî
äèíàìè÷åñêîìó äàâëåíèþ ïîòîêà âîçäóõà 2

2vρ  (çäåñü ρ  –
ïëîòíîñòü âîçäóõà äî ïðîëåòà áóëàâû). Â êîëüöåâîé ñòðóå
âîçäóõ (èëè òî, âî ÷òî îí ïðåâðàòèëñÿ ïîñëå ñæàòèÿ) èìååò
ïëîòíîñòü, áîëüøóþ ïëîòíîñòè âîçäóõà, èç êîòîðîãî áûëà
ñôîðìèðîâàíà ýòà ñòðóÿ. Õàðàêòåð äâèæåíèÿ âîçäóõà âáëèçè
øàðà òàêîâ, ÷òî ñêîðîñòè åãî ÷àñòèö èìåþò ñîñòàâëÿþùèå
âäîëü íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ øàðà, ñðàâíèìûå ñî ñêîðîñòüþ
øàðà. Èññëåäîâàíèå ñòðóè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ
èíòåðåñíóþ çàäà÷ó, îäíàêî íàì íóæíî îöåíèòü òîðìîæåíèå
áóëàâû.

Èòàê, ìàññà âîçäóõà 2
m R v tΔ ρπ Δ=  ïðèøëà â äâèæåíèå ñî

ñêîðîñòüþ u, íàïðàâëåíèå êîòîðîé ñîñòàâëÿåò ñ íàïðàâëåíè-
åì ñêîðîñòè áóëàâû óãîë 90 α∞ - . Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ èìïóëüñà:

2
1 2 sinMv Mv R v tuρπ Δ α= +

è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:
2 2 2

21 2

2 2 2

v v u
M M R v t Qρπ Δ= + + ,

ãäå Q – ýòî òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ, ïðèîáðåòåííàÿ ñæàòîé è
ðàçîãðåòîé ïîðöèåé âîçäóõà, à òàêæå ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ
ðàçîãðåòîãî âîçäóõà. Ïðè òåìïåðàòóðàõ ïîðÿäêà 4 5

10 10  j-

èçëó÷åíèå ñîñòàâëÿåò ìàëóþ äîëþ, è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ñêîðîñòè õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö â êîëüöåâîé ñòðóå
âáëèçè øàðà èìåþò òîò æå ïîðÿäîê âåëè÷èíû, ÷òî è ñêîðîñòü
íàïðàâëåííîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö u. Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàïèøåì

2
25

2 2

u
Q R v tρπ Δ∼ .

Îòñþäà ñëåäóåò
2 2

2 21 2 7

2 2 4

v v
M M R v tuρπ Δ= + .

Îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå îáîèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ îáóñ-
ëàâëèâàåò îïðåäåëåííóþ ñâÿçü ìåæäó v, u è sin α :

4

sin

7

u v α= .

Ê ñîæàëåíèþ, íå òàê ïðîñòî óñòàíîâèòü âåëè÷èíó óãëà α .
Íàñ èíòåðåñóåò ïåðåäà÷à èìïóëüñà âîçäóõó. Îõàðàêòåðèçóåì
åå «óñðåäíåííûì» óãëîì α , êîòîðûé, î÷åâèäíî, ìåíüøå 90°,
íî ñðàâíèì ñ 30 – 45°. Äëÿ îöåíêè ïîòåðè èìïóëüñà øàðîì
äîñòàòî÷íî âûáðàòü êàêóþ-íèáóäü êîíêðåòíóþ âåëè÷èíó
óãëà α , íàïðèìåð 30°. Òîãäà ïîëó÷àåì

2

7

u v= .

Âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ ýòîãî
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñêîðîñòÿìè v è u è ïîëó÷èì, ÷òî
íà÷àëüíàÿ 1v  è êîíå÷íàÿ 2v  ñêîðîñòè áóëàâû ñâÿçàíû äðóã
ñ äðóãîì òàê:

2
1 2

1

7

Mv Mv R v tvρπ Δ= + .

Èíûìè ñëîâàìè, èçìåíåíèå ñêîðîñòè áóëàâû îïèñûâàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

2 1
7

m
v v v

M

Δ
- ª - .

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü áóëàâû ïðè ïðîõîæäåíèè àòìîñôå-
ðû ìåíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì

7
0, ,ë,

7

m

M
m

dv v v v e
M

Δ -

= - = .

Êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü íà âûõîäå èç àòìîñôåðû çàâèñèò îò
ïîëíîé ìàññû âîçäóõà m, ïðèâåäåííîé â äâèæåíèå. (Çàìå-
òèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè áóëàâû îò äâóõ
ìàññ, êîòîðàÿ î÷åíü íàïîìèíàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìåùåð-
ñêîãî äëÿ ðàêåòû. Òîëüêî òàì ôèãóðèðóþò íà÷àëüíàÿ è
êîíå÷íàÿ ìàññû ðàêåòû, à çäåñü – ìàññà áóëàâû è ìàññà
âîçäóõà.) Ýòó ïîëíóþ ìàññó ìîæíî ëåãêî îöåíèòü:

2 =2ìp
m R

g
πª ,

òîãäà
2 2

=2ì =2ì

7 7
2*%“ì 0 0 2*%“ì, ,ë,

R p R p

Mg Mg
v v e v v e

π π
-

= =

.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò îöåíèòü íà÷àëüíóþ ñêî-
ðîñòü áóëàâû â çàâèñèìîñòè îò åå ðàäèóñà è ìàññû. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî áóëàâà ñäåëàíà èç îáåäíåííîãî óðàíà è ïîêðûòà
ïðî÷íîé òåðìîñòîéêîé îáîëî÷êîé. Óðàí îáëàäàåò âåñüìà
âûñîêîé ïëîòíîñòüþ: 3

19040 *ã ìρ = . Âûðàçèì ìàññó áó-
ëàâû ÷åðåç ïëîòíîñòü è äëÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ïîëó÷èì

=2ì
3

28
0 2*%“ì

p

Rg
v v e

ρ
=

.

Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî ÷åì áîëüøå ðàäèóñ áóëàâû, òåì
ìåíüøå ìîæåò áûòü åå íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü. (Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, áóëàâà – ýòî îðóæèå, è äëÿ áîãàòûðÿ ìàññà áóëàâû
íå äîëæíà áûòü ìàëåíüêîé.) Ïóñòü ðàäèóñ óðàíîâîé áóëàâû
ðàâåí 5 ñì. Òîãäà ýòà áóëàâà áóäåò èìåòü ìàññó ïîðÿäêà
10 êã è ïðèîáðåòåò íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü îêîëî 34 êì/ñ, ÷òî
ïðèìåðíî â òðè ðàçà áîëüøå âòîðîé êîñìè÷åñêîé ñêîðîñòè.
Ýòî ìíîãîâàòî äàæå äëÿ ÷åìïèîíîâ ìèðà ïî òîëêàíèþ ÿäðà
èëè ìåòàíèþ ìîëîòà íà äàëüíîñòü.

Îöåíèì òåïåðü ñèëó F, ñ êîòîðîé áîãàòûðü ðàçãîíÿë
áóëàâó, è äàâëåíèå, êîòîðîå îêàçûâàëîñü íà ìàòåðèàë áóëà-
âû. Ïóñòü ðîñò áîãàòûðÿ 2 ìåòðà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàçãîííûé
ïóòü áóëàâû L íå ïðåâûøàåò 3 ìåòðîâ. Ïîñêîëüêó

2
0

2

v
FL M= ,

ïîëó÷èì

9
2 10  HF ª ◊ .

Åñëè ðàñïðåäåëèòü òàêóþ ñèëó ïî ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ øàðà, òî ïîëó÷èòñÿ ñðåäíåå äàâëåíèå

11
2,5 10  o=p ª ◊ .

Ýòî äàâëåíèå çíà÷èòåëüíî áîëüøå ïðåäåëà ïðî÷íîñòè óðàíà
8

3 10  o=σ ª ◊ . Òàê ÷òî, ñêîðåå âñåãî, óðàíîâàÿ áóëàâà âî
âðåìÿ áðîñêà ïðîñòî ïðîñî÷èëàñü áû ìåæäó ïàëüöàìè áîãà-
òûðÿ.

Âîò òàê: íà÷àëè ìû ñ ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî áóëàâà ïðîëåòå-
ëà ÷åðåç àòìîñôåðó è ïðèîáðåëà íà âûõîäå â êîñìîñ ïðèìåð-
íî âòîðóþ êîñìè÷åñêóþ ñêîðîñòü, à âûÿñíèëè, ÷òî ðàçîãíàòü
åå äî íóæíîé ñêîðîñòè íåâîçìîæíî ïî ïðè÷èíå íåäîñòàòî÷-
íîé ïðî÷íîñòè. Çàòî ïîëó÷èëè îöåíêè âåëè÷èí äëÿ ñêîðîñòè:
ïðèìåðíî 30 êì/ñ è ìàññû: ïîðÿäêà 10 êã. Òåëà òàêîé ìàññû
è ñ òàêèìè ñêîðîñòÿìè äåéñòâèòåëüíî ïîïàäàþò â àòìîñôåðó
Çåìëè, íî òîëüêî íå ñ åå ïîâåðõíîñòè, à èç êîñìîñà, – ýòî
êðóïíûå æåëåçíûå ìåòåîðèòû. Ïðè âåðòèêàëüíîì ïàäåíèè
÷åðåç àòìîñôåðó òàêîé ìåòåîðèò ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè áóäåò
èìåòü ñêîðîñòü îêîëî 5 êì/ñ. ×òî áóäåò ïîñëå óäàðà òàêîãî
«ìîëîòêà» ïî Çåìëå – ýòî óæå äðóãàÿ èñòîðèÿ!



Óãîë ïàäåíèÿ
ðàâåí…

À.ÑÒÀÑÅÍÊÎ

… Ñòîèò  ëèøü  âûíåñòè  íàì  ïîä  îòêðûòîå
çâåçäíîå  íåáî

Ïîëíûé âîäîþ ñîñóä, êàê ñåé÷àñ æå â íåì îòðàçÿòñÿ
Çâåçäû  íåáåñ  è  ëó÷è  çàñâåðêàþò  íà  ãëàäè

 çåðêàëüíîé.

Ëóêðåöèé. Î ïðèðîäå âåùåé

Í 
Ó ÊÒÎ ÆÅ ÍÅ ÇÍÀÅÒ, ×ÅÌÓ ÐÀÂÅÍ ÓÃÎË ÏÀÄÅÍÈß,
– êîíå÷íî, óãëó îòðàæåíèÿ. À åùå êîå-÷òî èçâåñòíî è î

ïðåëîìëåíèè ñâåòà. Âñïîìíèì ïîñòðîåíèå ëó÷åé, êîòîðîå
ïðåäëîæèë Õðèñòèàí Ãþéãåíñ – ãîëëàíäñêèé ôèçèê, ìåõà-
íèê, ìàòåìàòèê è àñòðîíîì.

Ïóñòü íà ïëîñêóþ ãðàíèöó äâóõ ñðåä, íàïðèìåð âîçäóõ–
âîäà, ïàäàþò ïàðàëëåëüíûå ëó÷è ñâåòà ïîä óãëîì α  (ðèñ.1)
è ëó÷ à äîñòèãàåò ãðàíèöû â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â òî÷êå À.
Ó÷àñòîê ôðîíòà ïàäàþùåé âîëíû (ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíàÿ ëó÷àì) îáîçíà÷èì ÀÑ. ×òîáû äîñòèãíóòü ïîâåðõíî-
ñòè ðàçäåëà â òî÷êå Â, ëó÷ b äîëæåí ïðîéòè ïóòü ÑÂ çà âðåìÿ

1

CB
t

v
= , ãäå 1v  – ñêîðîñòü ñâåòà â ïåðâîé ñðåäå…

È òóò Ãþéãåíñ ââåë î÷åíü ïëîäîòâîðíîå ïîíÿòèå. Îí
ïðåäëîæèë êàæäóþ òî÷êó ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, äî êîòîðîé
äîøåë ïàäàþùèé ëó÷, ò.å. ïåðâè÷íàÿ âîëíà, ñ÷èòàòü èñòî÷-
íèêîì ñôåðè÷åñêîé âòîðè÷íîé âîëíû. Çíà÷èò, ïîêà ëó÷ b
äîáèðàëñÿ äî ïîâåðõíîñòè, òî÷êà À èçëó÷àëà âòîðè÷íûå
âîëíû – êîíå÷íî, è â ïåðâóþ, è âî âòîðóþ ñðåäó. Íî ñêîðîñòè
ýòîé âòîðè÷íîé âîëíû â äâóõ ñðåäàõ ðàçëè÷íû – ïóñòü,
íàïðèìåð, 1 2v v> , êàê ýòî èìååò ìåñòî â ñëó÷àå ïàðû âîçäóõ–
âîäà. À èìåííî, çà âðåìÿ t âòîðè÷íàÿ âîëíà ïðîéäåò ðàññòî-
ÿíèå 1AI v t=  â ïåðâîé ñðåäå è 2AF v t=  – âî âòîðîé.
Ïîýòîìó íà ðèñóíêå 1 ìû ïðîâåëè îêðóæíîñòè ðàçíûõ
äèàìåòðîâ, à ÷åðåç I è F îáîçíà÷èëè òî÷êè êàñàíèÿ ôðîíòîâ
îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé âîëí, êîòîðûå (ôðîíòû) òîæå

ïåðïåíäèêóëÿðíû ñîîòâåòñòâóþùèì ëó÷àì. Èç ðàâåíñòâà
ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ è ABI ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî óãîë
îòðàæåíèÿ α¢  ðàâåí óãëó ïàäåíèÿ α . À äëÿ îïðåäåëåíèÿ
óãëà ïðåëîìëåíèÿ β  íàïèøåì (ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÑÂ = AI)

1 2 1 1 2

sin sinAI AF CB AB AB
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îòêóäà ñëåäóåò èçâåñòíûé çàêîí ïðåëîìëåíèÿ
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sin

sin
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β

= .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ, êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ
ñðåäû îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ñâåòà â ýòîé ñðåäå, ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

2

1

sin

sin

n
n

n

α
β

= = ,

ãäå n – êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ âòîðîé ñðåäû ïî îòíîøå-
íèþ ê ïåðâîé.

Êàçàëîñü áû, âñå ÿñíî. Íî âäóìàåìñÿ â ñìûñë ïðèâåäåí-
íûõ âûøå ñëîâ. Ïðåæäå âñåãî – ÷òî ýòî çà òî÷êà À, êîòîðàÿ
óìååò èçëó÷àòü âòîðè÷íûå âîëíû? Â ôèçèêå òî÷åê íå ñóùå-
ñòâóåò. Åñòü ýëåêòðîíû, ÿäðà, àòîìû, ìîëåêóëû… Âñå ýòè
÷àñòèöû èìåþò êîíå÷íûå ðàçìåðû. Íàïðèìåð, äèàìåòð ìîëå-
êóëû âîäû d ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî àíãñòðåì ( 10

1 A 10

-
=

�

 ì).
Ïðàâäà, ñðåäíÿÿ äëèíà âîëíû âèäèìîãî íàìè ñâåòà â òûñÿ÷ó
ðàç áîëüøå: 0,5 ì*ì 5000 Aλ =

�

∼ . Ïîýòîìó â ïðåäåëàõ
îäíîé ìîëåêóëû ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ïàäàþùåé
(ïåðâè÷íîé) âîëíû ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíûìè, õîòÿ,
êîíå÷íî, èçìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè ñ êîëîññàëüíîé ÷àñòî-
òîé

8
14
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3 10 ì “
6 10  cö

0,5 10  ì
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Ñ ýòîé ÷àñòîòîé ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âûíóæäàåò êîëåáàòüñÿ
ýëåêòðîííûå îáëàêà ìîëåêóë îòíîñèòåëüíî ÿäåð. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäàÿ ìîëåêóëà ïðåâðàùàåòñÿ â ýëåìåíòàðíóþ
àíòåííó, êîòîðàÿ è îáÿçàíà èçëó÷àòü (âòîðè÷íóþ) âîëíó òîé
æå ÷àñòîòû, ÷òî è ïàäàþùàÿ. Íî, êàê èçâåñòíî, ëèíåéíî
êîëåáëþùèéñÿ äèïîëü íè÷åãî íå èçëó÷àåò âäîëü ëèíèè ñâîèõ
êîëåáàíèé, òàê æå, êàê è ïðÿìîëèíåéíàÿ àíòåííà íå èçëó÷àåò
âäîëü ñâîåé îñåâîé ëèíèè. Ïî ñåêðåòó ñêàæåì äàæå áîëüøå:
ïëîòíîñòü ïîòîêà ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè îò äèïîëÿ èëè
ëèíåéíîé àíòåííû (äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè) ïðîïîðöèî-
íàëüíà 2

sin θ , ãäå θ  – óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì êîëåáàíèé
çàðÿäà (èëè òîêà) è ëèíèåé íàáëþäåíèÿ.

Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíà îòäåëüíàÿ ìîëåêóëà-äèïîëü è
êà÷åñòâåííî ïîêàçàíà äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè åå èçëó÷å-
íèÿ. (Ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â
íåäàâíåé ñòàòüå À.Ñòàñåíêî «Íåáî ñèíåå, Ñîëíöå êðàñíîå»
â «Êâàíòå» ¹1 çà 2003 ã. – Ïðèì. ðåä.)

Òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî ïàäàþùèé ñâåò ëèíåéíî ïîëÿðèçî-
âàí, à èìåííî – åãî ýëåêòðè÷åñêèé âåêòîð 1E �

��

 ëåæèò â
ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ. Çíà÷èò, â ýòîé æå ïëîñêîñòè áóäåò
ëåæàòü è âåêòîð 2E �

��

 ïðåëîìëåííîé âîëíû. È âîò òóò
âîçíèêàåò èíòåðåñíûé âîïðîñ. Äàâàéòå ïîäáåðåì óãîë ïàäå-
íèÿ òàêèì, ÷òîáû íàïðàâëåíèå îòðàæåííîãî ëó÷à áûëî

ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïðåëîìëåííîìó ëó÷ó: 
2

π
π α β- - =¢ .

Çíà÷èò, ïðè ýòîì 
2 2

π π′β = − α = − α . Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå

óãëà ïðåëîìëåíèÿ â çàêîí ïðåëîìëåíèÿ, ïîëó÷èì
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…íå îáóñëîâëèâàåò ëè ýëåêòðè÷åñêèé ôëþèä… âîçíèê-
íîâåíèå è ïîääåðæàíèå ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ?

Äæàìáàòòèñòà Áåêêàðèà

Ñóùåñòâóåò âåëè÷àéøåå ñõîäñòâî ìåæäó æåëåçîì è
æåëåçíûìè òåëàìè, ñ îäíîé ñòîðîíû, è òåëàìè, ýëåêòðè-
÷åñêèìè ïî ñâîåé ïðèðîäå, ñ äðóãîé…

Ôðàíö Ýïèíóñ

…ìàãíèòíàÿ ñòðåëêà îòêëîíÿåòñÿ îò ñâîåãî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ïîä äåéñòâèåì âîëüòàè÷åñêîãî àïïàðàòà è…
ýòîò ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ, êîãäà êîíòóð çàìêíóò…

Õàíñ Ýðñòåä

Â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðîì ïðîïóñêàþò òîê
÷åðåç ñïèðàëü, îíà äåéñòâèòåëüíî ñ ñèëîé ïðèòÿãèâàåòñÿ
èëè îòòàëêèâàåòñÿ ïîëþñîì ìàãíèòà…

Àíäðå Àìïåð

Âñïîìíèì, íàïðèìåð, ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåé-
ñòâèå ìåæäó ìàãíèòîì è ïðîâîäíèêîì ñ òîêîì. Íàáëþäàå-
ìîå ÿâëåíèå çàâèñèò çäåñü òîëüêî îò îòíîñèòåëüíîãî äâèæå-
íèÿ ïðîâîäíèêà è ìàãíèòà…

Àëüáåðò Ýéíøòåéí

À òàê ëè õîðîøî çíàêîìû âàì

òîêè è ìàãíèòû?
×òî îáùåãî ìåæäó ïðèëèïàíèåì ëåãêèõ ïðåäìåòîâ ê

íàòåðòîìó ÿíòàðþ è ïðèòÿæåíèåì æåëåçíûõ îïèëîê ê
ìàãíèòó? ßâëåíèÿ, çíàêîìûå ñ ãëóáîêîé äðåâíîñòè,
õîòÿ è ðàçëè÷àëèñü ïî íàçâàíèÿì, äîëãîå âðåìÿ ïðåä-
ñòàâëÿëèñü «ñîðîäè÷àìè». Îäíàêî ïåðåõîä îò ïðîñòûõ
íàáëþäåíèé ê íàó÷íûì ýêñïåðèìåíòàì âûÿâèë è íåìà-
ëûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýëåêòðè÷åñòâîì è ìàãíåòèçìîì.
Ñïîðû ñòîðîííèêîâ ãëóáîêîãî èõ åäèíñòâà è ó÷åíûõ,
ïðèçûâàâøèõ íå ñìåøèâàòü èõ äðóã ñ äðóãîì, áûëè
ðàçðåøåíû ñ ïîÿâëåíèåì â íà÷àëå XIX âåêà íàäåæíûõ
èñòî÷íèêîâ ïîñòîÿííîãî òîêà. Ñ èõ ïîìîùüþ óäàëîñü
ïîñòàâèòü öåëóþ ñåðèþ áëåñòÿùèõ îïûòîâ, ïðèâåä-
øèõ, íàêîíåö, ê îòêðûòèþ ãëóáîêîé âçàèìîñâÿçè ÿâëå-
íèé, îòðàæàåìîé â ïîíÿòèè «ýëåêòðîìàãíåòèçì».

Îêàçàëîñü, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèå òîêè ìîãóò ïîðîæäàòü
ìàãíèòíûå ýôôåêòû, à ìàãíèòû, â ñâîþ î÷åðåäü, ñïî-
ñîáíû âûçûâàòü ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òîêè. È ýòî
ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî íå çàìåäëèëè ÿâèòüñÿ íà ñâåò
ýëåêòðîìàãíèòíûå äâèãàòåëè è ãåíåðàòîðû, ýëåêòðîèç-
ìåðèòåëüíûå ïðèáîðû è ìîùíûå ýëåêòðîìàãíèòû – è
«ýïîõà ïàðà» íà÷àëà óñòóïàòü «ýïîõå ýëåêòðè÷åñòâà»,
âîèñòèíó èçìåíèâøåé ìèð è îïðåäåëèâøåé ëèöî ñîâðå-
ìåííîé öèâèëèçàöèè.

Íî ôóíäàìåíòàëüíûå îòêðûòèÿ â ýëåêòðîìàãíåòèçìå
îêàçàëèñü íå èñ÷åðïàíû ïîçàïðîøëûì ñòîëåòèåì. Ðàç-
âèòèå èäåè åäèíñòâà ñèë ïðèðîäû âûçâàëî ïåðåñìîòð
ìíîãèõ óêîðåíèâøèõñÿ ïîíÿòèé è ïîðîäèëî íîâóþ
ôèçè÷åñêóþ êàðòèíó ìèðà, ñ êîòîðîé ìû âîøëè â XXI
âåê.

×òî æ, ïîïðîáóåì ÷óòü-÷óòü ïðîäâèíóòüñÿ â ïîíèìà-
íèè ýòîé êàðòèíû, íà÷àâ ñ âûÿñíåíèÿ «ðîäñòâåííûõ
îòíîøåíèé» ìåæäó òîêàìè è ìàãíèòàìè.

Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Êóäà íàïðàâëåí âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè â
òî÷êå À, ëåæàùåé íà áèññåêòðèñå óãëà, îáðàçîâàííîãî
òîêàìè 1I  è 2I , èçîáðàæåííûìè íà ðèñóíêå?

2. Ê ïðîòèâîïîëîæíûì âåðøèíàì A è C ðîìáà AKCD
èç îäíîðîäíîé ïðîâîëîêè ïîäâåäåíû ïðîâîäà îò èñòî÷-

íèêà òîêà. Êàêîâà ìàãíèò-
íàÿ èíäóêöèÿ â öåíòðå ðîì-
áà? Êàê áóäåò íàïðàâëåí
âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè
â ýòîé òî÷êå, åñëè âåòâü ðîì-
áà AKC ñäåëàòü èç ìåäíîé
ïðîâîëîêè, à âåòâü ADC –
èç àëþìèíèåâîé òîãî æå
ñå÷åíèÿ?

3. Ê íàèáîëåå óäàëåííûì äðóã îò äðóãà âåðøèíàì
êóáè÷åñêîãî êàðêàñà, èçãîòîâëåííîãî èç îäíîðîäíîé
ïðîâîëîêè, ïîäâîäèòñÿ ïîñòîÿííîå íàïðÿæåíèå. ×åìó
ðàâíà èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â öåíòðå êóáà ïðè
ïðîòåêàíèè ïî åãî ðåáðàì òîêîâ?

4. Ïî äâóì îäèíàêîâûì ïðîâîëî÷íûì êðóãîâûì
ïðîâîäíèêàì, èìåþùèì îáùèé öåíòð è ðàñïîëîæåí-
íûì â ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ, òåêóò îäèíàêî-
âûå òîêè. Ìîäóëü âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè â
îáùåì öåíòðå ðàâåí Â. Êàêîé áóäåò ìàãíèòíàÿ èíäóê-
öèÿ â òîé æå òî÷êå, åñëè
ïðåæíèé òîê ïîéäåò
òîëüêî ïî îäíîìó ïðî-
âîäíèêó?

5. Òîê I, òåêóùèé ïî
ïðîâîäó, ñîãíóòîìó â îêðóæíîñòü ðàäèóñîì R, ñîçäàåò
â åå öåíòðå ìàãíèòíîå ïîëå, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà
èíäóêöèè êîòîðîãî ðàâíà Â. Êàêîé ñòàíåò èíäóêöèÿ
ïîëÿ â öåíòðå ïîëóîêðóæíîñòè Î, åñëè ïðîâîä áóäåò
èìåòü âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñóíêå?

6. Íà ïëîñêîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ëåæèò ïðîâîäíèê
èç ìÿãêîãî ïðîâîäà. Êàêóþ ôîðìó ïðèìåò ïðîâîä, åñëè
ïðîïóñòèòü ïî íåìó äîñòàòî÷íî ñèëüíûé òîê?

7. Êàê áóäóò âçàèìîäåéñòâîâàòü ìåæäó ñîáîé âèòêè
ñîëåíîèäà, åñëè ïî íèì ïîòå÷åò: à) ïîñòîÿííûé òîê; á)
ïåðåìåííûé òîê?

8. Ïî äâóì æåñòêèì íåçàêðåïëåííûì ïðÿìîëèíåé-
íûì ïðîâîäàì, ñêðåùèâàþùèìñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì,
ïðîïóñêàþò òîêè 1I  è 2I . Êàê áóäåò ìåíÿòüñÿ âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå ïðîâîäîâ ñðàçó ïîñëå âêëþ÷åíèÿ òîêîâ?



9. Êàê ðàñïîëîæèòñÿ íåáîëü-
øàÿ ìàãíèòíàÿ ñòðåëêà, ïîìå-
ùåííàÿ â öåíòðå ïëîòíî íàìî-
òàííîé êàòóøêè, ïîäêëþ÷åí-
íîé ê èñòî÷íèêó òîêà?

10. Äëÿ ÷åãî â êàòóøêàõ ñî-
ïðîòèâëåíèÿ èñïîëüçóþò áè-
ôèëÿðíóþ íàìîòêó – íàìàòû-
âàþò íà ñòåðæåíü ïðîâîä, ñëî-
æåííûé âäâîå òàê, ÷òî îáà åãî
êîíöà îêàçûâàþòñÿ ðÿäîì?

10. Ãðîìîîòâîä áûë ñîåäèíåí ñ çåìëåé ïðè ïîìîùè
òîíêîñòåííîé ìåòàëëè÷åñêîé òðóáêè. Ïî÷åìó ïîñëå
óäàðà ìîëíèè òðóáêà ìãíîâåííî ïðåâðàòèëàñü â êðóã-
ëûé ñòåðæåíü?

12. ×òî áóäåò ïðîèñõîäèòü ñ ðàìêîé ñ òîêîì, ïîìå-
ùåííîé â ìàãíèòíûå ïîëÿ,
èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå?

13. Ïðîâîëî÷íîå êîëüöî
ñ òîêîì ñâîáîäíî ïîäâåøå-
íî íà ìÿãêèõ ïîäâîäÿùèõ

ïðîâîäàõ è îõâàòûâàåò ïîñåðåäèíå ãîðèçîíòàëüíûé
öèëèíäðè÷åñêèé ïîñòîÿííûé ìàãíèò. ×òî ïðîèçîéäåò

ñ êîëüöîì, åñëè èçìåíèòü íà-
ïðàâëåíèå òîêà â íåì íà ïðî-
òèâîïîëîæíîå?

14. Ñâåðõïðîâîäÿùåå êîëü-
öî ñ òîêîì «ïàðèò» â ìàãíèò-
íîì ïîëå òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå. Â êàêóþ ñòîðîíó òå-
÷åò òîê ïî áëèæàéøåé ê ÷èòà-
òåëþ ñòîðîíå êîëüöà?

15. Êàê èçãîòîâèòü ýëåêòðî-
ìàãíèò, ïîäúåìíóþ ñèëó êîòîðîãî ìîæíî áûëî áû
ðåãóëèðîâàòü?

16. Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ñèëüíûé ýëåêòðîìàãíèò,
åñëè ïîñòàâëåíî óñëîâèå, ÷òîáû òîê â íåì áûë ñðàâíè-
òåëüíî ìàëûé?

Ìèêðîîïûò

Ïîíàáëþäàéòå çà âîçäóøíûìè ïðîâîäàìè, ïèòàþ-
ùèìè äâèãàòåëü âàãîíà òðîëëåéáóñà, èëè çà ðåëüñàìè
äåòñêîé ýëåêòðè÷åñêîé æåëåçíîé äîðîãè. Êàê âçàèìî-
äåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé ïðîâîäà èëè ðåëüñû, êîãäà ïî
íèì ïðîòåêàþò òîêè?

Ëþáîïûòíî, ÷òî…

…âïåðâûå ìàãíèòíûå äåéñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà
íàáëþäàëè â ñåðåäèíå XVIII âåêà àìåðèêàíåö Ôðàí-
êëèí è èòàëüÿíåö Áåêêàðèà ïðè èçó÷åíèè ðàçðÿäîâ
ìîëíèè èëè ëåéäåíñêîé áàíêè (ïðîîáðàç ñîâðåìåííî-
ãî êîíäåíñàòîðà). Ïîçæå ôðàíöóç Àðàãî îïèñàë ñëó-
÷àé, êîãäà óäàðèâøàÿ â äîì ìîëíèÿ ñèëüíî íàìàãíè-
òèëà â íåì ñòàëüíûå íîæè, âèëêè è äðóãèå ïðåäìåòû.

…â 1759 ãîäó ïðîôåññîð ôèçèêè Ïåòåðáóðãñêîé
àêàäåìèè íàóê Ýïèíóñ ðàçðàáîòàë ïåðâóþ ìàòåìàòè-
÷åñêóþ òåîðèþ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ÿâëåíèé,
ïîëîæèâ â åå îñíîâó ïðåäñòàâëåíèå îá îñîáûõ «æèä-

êîñòÿõ», èçáûòîê èëè íåäîñòàòîê êîòîðûõ âûçûâàåò
ýëåêòðèçàöèþ èëè íàìàãíè÷èâàíèå òåë.

…çíàìåíèòûé îïûò Ýðñòåäà ïî âîçäåéñòâèþ ýëåêò-
ðè÷åñêîãî òîêà íà ìàãíèòíóþ ñòðåëêó, ïðèâåäøèé ê
âîçíèêíîâåíèþ íîâîé îáëàñòè ôèçèêè – ýëåêòðîìàãíå-
òèçìà, îòðàæàë õàðàêòåðíóþ äëÿ ó÷åíîãî èäåþ âçàè-
ìîñâÿçè ðàçëè÷íûõ ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ. Òàê, åùå â
1821 ãîäó èì áûëà âûñêàçàíà ìûñëü, ÷òî ñâåò ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ýëåêòðîìàãíèòíîå ÿâëåíèå.

…óæå ÷åðåç òðè ìåñÿöà ïîñëå âûõîäà áðîøþðû
Ýðñòåäà ñ îïèñàíèåì åãî îòêðûòèÿ ôðàíöóçñêèå ôèçè-
êè Áèî è Ñàâàð ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâèëè çàêîí
äåéñòâèÿ òîêà íà ìàãíèòíûé ïîëþñ. Èõ ñîîòå÷åñòâåí-
íèê Ëàïëàñ ïðèäàë çàêîíó ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó, â
êîòîðîé òîò äî ñèõ ïîð ôèãóðèðóåò â ó÷åáíèêàõ
ôèçèêè.

…Àìïåð, ïðîâåäøèé îãðîìíîå êîëè÷åñòâî îïûòîâ ïî
ýëåêòðîìàãíåòèçìó, îáíàðóæèë, â òîì ÷èñëå, âëèÿíèå ïî-
ëÿ Çåìëè íà ïðîâîäíèêè ñ òîêîì è îòêðûë ìàãíèòíûé ýô-
ôåêò êàòóøêè ñ òîêîì – ñîëåíîèäà, ÷òî ïîçâîëèëî åìó
ñ÷èòàòü òàêóþ êàòóøêó ýêâèâàëåíòîì ïîñòîÿííîãî
ìàãíèòà.

…ïûòàÿñü íàéòè çàêîí, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåé-
ñòâèå òîêîâ, Àìïåð îïèðàëñÿ íà òðåòèé çàêîí Íüþòî-
íà, íå ïîäîçðåâàÿ, ÷òî îòêðûë íîâûé òèï ñèë, îòëè÷-
íûé îò óæå èçâåñòíûõ öåíòðàëüíûõ. Ïîëåìèêà ïî
ýòîìó ïîâîäó ïîñòàâèëà ïðîáëåìó âûïîëíåíèÿ çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â ýëåêòðîäèíàìèêå.

…ñïèñîê èñòî÷íèêîâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, â êîòîðûé ñî
âðåìåí Àìïåðà âõîäèëè ïîñòîÿííûå ìàãíèòû è ýëåêò-
ðè÷åñêèå òîêè, áûë äîïîëíåí ôèçèêîé XX âåêà: îíà
âêëþ÷èëà â íåãî ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû, îáëàäàþùèå
ñîáñòâåííûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì.

…äåéñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ýëåêòðîëèò, ÷åðåç
êîòîðûé ïðîïóñêàþò òîê, âûçûâàåò, òàê æå, êàê è â
ìåòàëëè÷åñêèõ ïðîâîäàõ, ïîÿâëåíèå àìïåðîâûõ ñèë.
Ýòî èñïîëüçóþò â ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñåïàðà-
òîðàõ ïðè ðàçäåëåíèè ìàòåðèàëîâ ïî èõ ñâîéñòâàì è â
ýëåêòðîìàãíèòíûõ íàñîñàõ äëÿ ïåðåêà÷êè, â ÷àñòíî-
ñòè, æèäêîãî íàòðèÿ, ñëóæàùåãî òåïëîíîñèòåëåì â
àòîìíûõ ðåàêòîðàõ.

...ýëåìåíòàðíîå ðàññìîòðåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìàã-
íèòà ñ âèòêîì òîêà ïðèâîäèò ê íåïðèåìëåìîñòè ïîíÿ-
òèÿ «ýôèðà» – íåêîé ãèïîòåòè÷åñêîé âñåïðîíèêàþùåé
ñðåäû, çàïîëíÿþùåé ïðîñòðàíñòâî. Èìåííî ñ ýòîãî
ðàññìîòðåíèÿ íà÷èíàëàñü ñàìàÿ ïåðâàÿ ðàáîòà ïî
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà, ðåøèòåëüíî îòêà-
çàâøåãîñÿ îò ïðåäñòàâëåíèé îá ýôèðå.

×òî ÷èòàòü â «Êâàíòå» î òîêàõ è ìàãíèòàõ

(ïóáëèêàöèè ïîñëåäíèõ ëåò)

1. «Îñòîðîæíî: ìàãíèòíîå ïîëå» – 1999, ¹3, ñ.41;
2. «Åùå ðàç î ìàãíèòíîé ñèëå» – 2000, ¹3, ñ.38;
3. «Êàëåéäîñêîï «Êâàíòà» – 2000, ¹5, ñ.32;
4. «Ìàãíèòíûå ÿâëåíèÿ» – 2001, ¹4, ñ.45;
5. «Êòî-òî ïðèáëèæàåòñÿ?» – 2001, ¹5, ñ.37;
6. «Íîâàÿ ãàëàêòèêà è âñå åå ïîëÿ» – 2004, ¹1, ñ.27;
7. «Ëåãêî ëè áûòü êâàäðàòíîé ðàìêîé?» – 2004, ¹3, ñ.39;
8. «Ìàãíèòíîå ïîëå» – 2004, ¹4, ñ.47.

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë
À.Ëåîíîâè÷
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Ýòîò îñîáåííûé óãîë ïàäåíèÿ íàçûâàåòñÿ óãëîì Áðþñòåðà.
×òî æå ïîëó÷àåòñÿ – åñëè âñå ìîëåêóëû âòîðîé ñðåäû,

ïîïàâøèå â îáëàñòü ïðåëîìëåííîãî ëó÷à, êîëåáëþòñÿ â
íàïðàâëåíèè α α=¢ , òî íèêàêîãî èçëó÷åíèÿ â íàïðàâëåíèè
îòðàæåííîãî ëó÷à áûòü íå ìîæåò? Âîò âàì è «óãîë ïàäåíèÿ
ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ»! Âñÿ ýíåðãèÿ óøëà âî âòîðóþ ñðåäó.

Íî êàê æå â òàêîì ñëó÷àå ìû â äåéñòâèòåëüíîñòè íàáëþäàåì
îòðàæåííûå ëó÷è? Äåëî â òîì, ÷òî ïàäàþùèé ñâåò íå
îáÿçàòåëüíî ïîëÿðèçîâàí â ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ. Îáû÷íî â íåì
ïðèñóòñòâóþò è êîëåáàíèÿ âåêòîðà 1E

^

��

 â ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ïëîñêîñòè (òàê íàçûâàåìûé õàîòè÷åñêè, èëè åñòåñòâåííî
ïîëÿðèçîâàííûé ñâåò). À ýòó ñîñòàâëÿþùóþ ìîëåêóëû âòî-
ðîé ñðåäû ïåðåèçëó÷àþò â íàïðàâëåíèè îòðàæåííîãî ëó÷à
äàæå â ñëó÷àå óãëà Áðþñòåðà. Êðîìå òîãî, îòðàæàþùèå
ïîâåðõíîñòè íå îáÿçàòåëüíî âñå ðàñïîëîæåíû ïîä óãëîì
Áðþñòåðà ïî îòíîøåíèþ ê ïàäàþùåìó ñâåòó (â ñëó÷àå ðàññå-
ÿííîãî ñâåòà ýòî  íåâîçìîæíî äàæå äëÿ îäíîé ïëîñêîñòè).

Óãîë Áðþñòåðà î÷åíü èíòåðåñåí äëÿ ýêñïåðèìåíòàòîðà.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîëÿðèçîâàííûé â ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ
ëó÷ íàïðàâèòü íà ïëîñêîñòü äèýëåêòðèêà è èçìåðèòü óãîë
ïàäåíèÿ, ïðè êîòîðîì èñ÷åçíåò îòðàæåííûé ëó÷, òî ìîæíî ïî
ôîðìóëå tg nα =  ñðàçó îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò ïðåëîìëå-
íèÿ ñðåäû. È ñäåëàòü ýòî ìîæíî, äàæå åñëè äèýëåêòðèê
íåïðîçðà÷åí è â íåì íåâîçìîæíî íàáëþäàòü ïðåëîìëåííûé
ëó÷.

À êàê ñäåëàòü ýòîò ïàäàþùèé ëó÷ ïëîñêîïîëÿðèçîâàííûì?
Òåïåðü ÿñíî, êàê: íóæíî õàîòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííûé ëó÷
ïðåäâàðèòåëüíî îòðàçèòü ïîä óãëîì Áðþñòåðà îò ïëàñòèíêè
èç äèýëåêòðèêà – ïðè ýòîì â îòðàæåííîì ëó÷å îñòàíåòñÿ
òîëüêî îäíî íàïðàâëåíèå êîëåáàíèé âåêòîðà 1E

^

��

.
Èòàê, êòî æå îòðàæàåò è ïðåëîìëÿåò ëó÷è ñâåòà? Âî âñÿêîì

ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî íå ïëîñêîñòü ÀÂ (ñì. ðèñ.1). È íå îäèí

òîëüêî ïîâåðõíîñòíûé ñëîé ìîëåêóë. Äëÿ òîãî ÷òîáû «ïî-
íÿòü», ÷òî ïîðà ïðåëîìèòüñÿ, ïàäàþùèé ëó÷ äîëæåí «îùó-
ïàòü» âåùåñòâî íà ãëóáèíó, ïî êðàéíåé ìåðå, ñðàâíèìóþ ñ
åãî äëèíîé âîëíû, ò.å. îõâàòèòü òûñÿ÷è ñëîåâ ìîëåêóë.
(Ïîíÿòíî, ÷òî èìååòñÿ â âèäó äëèíà âîëíû âî âòîðîé ñðåäå.
Åñëè ïîñëåäíÿÿ èìååò êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ n > 1, òî

2 1 1nλ λ λ= < , íî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû îáå äëèíû âîëíû
ñðàâíèìû.)

Òåïåðü ìîæíî óòî÷íèòü è îïðåäåëåíèå «çåðêàëüíîé» ïî-
âåðõíîñòè, óïîìÿíóòîé â ýïèãðàôå Ëóêðåöèÿ: åå øåðîõîâà-
òîñòè äîëæíû áûòü ìíîãî ìåíüøå äëèíû âîëíû 1λ  ïàäàþùå-
ãî èçëó÷åíèÿ. (Îòìåòèì, ÷òî çäåñü èäåò ðå÷ü î äèýëåêòðèêàõ;
â ñëó÷àå ïðîâîäíèêîâ, â êîòîðûõ èìåþòñÿ ñâîáîäíûå ýëåê-
òðîíû, ïðîöåññû ïðåëîìëåíèÿ è îòðàæåíèÿ èìåþò ñâîè
îñîáåííîñòè.)

Íàêîíåö, ÷òî òàêîå âîîáùå ïàðàëëåëüíûå ïàäàþùèå «ëó÷è
à è b»? ×òîáû ýòè ëó÷è áûëè ïàðàëëåëüíû, äîëæåí ïàäàòü
äîñòàòî÷íî øèðîêèé ïó÷îê ñâåòà. Ìû óæå çíàåì, êàêîé: åãî
øèðèíà äîëæíà áûòü ìíîãî áîëüøå äëèíû âîëíû.

Â ðåçóëüòàòå âñåõ ðàññóæäåíèé ìû ïðèõîäèì ê öåïî÷êå
íåðàâåíñòâ

1AC dλ� � .

Íà ïðàêòèêå äèàìåòð ïó÷êà â îäèí ìèëëèìåòð âïîëíå
óäîâëåòâîðèò ýòèì íåðàâåíñòâàì.

Îäíàêî, êàê äàëåêî ìû óøëè îò ãåîìåòðè÷åñêîé êàðòèíêè
ðèñóíêà 1: îêàçûâàåòñÿ, íå ñóùåñòâóåò íè «ïëîñêîñòè»
îòðàæåíèÿ, íè «ëó÷åé». Íî íå íàäî ðàññòðàèâàòüñÿ – ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ îïòèêà âñå ðàâíî ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíà, êîãäà ìû
èìååì äåëî ñ ìàêðîñêîïè÷åñêèìè òåëàìè (îêóëÿðàìè, îáúåê-
òèâàìè, òåëåñêîïàìè…), ðàçìåðû êîòîðûõ ìíîãî áîëüøå
äëèíû âîëíû. À ôèçè÷åñêóþ îïòèêó ìîæíî èçó÷èòü, ïîñòó-
ïèâ â ñîîòâåòñòâóþùèé èíñòèòóò èëè óíèâåðñèòåò. ×åãî âàì
è æåëàåì.

1) Ôàìèëèÿ, èìÿ ó÷àùåãîñÿ (äëÿ êîëëåêòèâíûõ ó÷åíèêîâ –
Ô.È.Î. ðóêîâîäèòåëÿ è àëôàâèòíûé ñïèñîê ó÷àùèõñÿ – íå
áîëåå 15 ÷åëîâåê)

2) Êëàññ (â 2005/06 ó÷åáíîì ãîäó)
3) Ïîëíûé äîìàøíèé àäðåñ ñ óêàçàíèåì èíäåêñà ïî÷òîâîãî

îòäåëåíèÿ

4) Ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî ðîäèòåëåé, ìåñòî èõ ðàáîòû è
äîëæíîñòü (òîëüêî äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ ó÷åíèêîâ)

5) Ýëåêòðîííûé àäðåñ (åñëè îí åñòü), ïî êîòîðîìó ñ Âàìè
ìîæíî ñâÿçàòüñÿ

6) Îòêóäà Âû óçíàëè î íàáîðå íà çàî÷íîå îòäåëåíèå
Íàø àäðåñ: 119992 ÃÑÏ-2, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ÌÃÓ,

ìåõìàò, ÌÌÌÔ.

Âå÷åðíåå îòäåëåíèå Ìàëîãî ìåõìàòà ïðèãëàøàåò íà çàíÿòèÿ
ïî ñóááîòàì âñåõ æåëàþùèõ øêîëüíèêîâ 6 – 11 êëàññîâ èç
Ìîñêâû è áëèæíåãî Ïîäìîñêîâüÿ.

Ñïðàâêè ïî òåëåôîíó 939-39-43.
Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î Ìàëîì ìåõìàòå ìîæíî íàéòè

â Èíòåðíåòå ïî àäðåñó: http://mmmf.math.msu.su

Âñòóïèòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Ïîåçä, äâèãàþùèéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ïðîõîäèò
ìèìî ñòîëáà çà 22 ñ, à ÷åðåç ìîñò äëèíîé 180 ì – çà 32 ñ (âðåìÿ
ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ìîñò – ýòî âðåìÿ îò ìîìåíòà, êîãäà ïîåçä
íà÷èíàåò âúåçæàòü íà ìîñò, äî ìîìåíòà, êîãäà ïîñëåäíèé âàãîí
ïîêèäàåò ìîñò). Íàéäèòå äëèíó ïîåçäà è åãî ñêîðîñòü.

2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ x, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó
2

0

1

x

x
≥− .

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 25) 3. Òðèäöàòü ôóòáîëüíûõ êîìàíä ïðîâîäÿò ïåðâåíñòâî ïî
êðóãîâîé ñèñòåìå â îäèí êðóã (ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäàÿ êîìàíäà
äîëæíà ñûãðàòü ñ êàæäîé ïî îäíîìó ðàçó). Äîêàæèòå, ÷òî â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íàéäóòñÿ äâå êîìàíäû, ñûãðàâøèå ê
ýòîìó ìîìåíòó îäèíàêîâîå ÷èñëî ìàò÷åé.

4. Â êâàäðàòå îòìå÷åíî ïÿòü òî÷åê. Îáÿçàòåëüíî ëè ñðåäè ýòèõ
òî÷åê íàéäóòñÿ äâå, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè íå ïðåâûøàåò
ïîëîâèíû äèàãîíàëè êâàäðàòà?

5. Â òðåóãîëüíèêå ñîâïàäàþò öåíòðû âïèñàííîé è îïèñàííîé
îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé.

6. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîå ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî áîëüøå ïðîèçâåäå-
íèÿ åãî öèôð?

7. Òðè òîâàðèùà êóïèëè ëîäêó. Ïåðâûé çàïëàòèë òðåòü îò
ñóììû, óïëà÷åííîé äâóìÿ äðóãèìè òîâàðèùàìè, âòîðîé – ÷åò-
âåðòü îò ñóììû, óïëà÷åííîé äâóìÿ åãî òîâàðèùàìè, à òðåòèé
çàïëàòèë 1320 ðóá. Ñêîëüêî ñòîèëà ëîäêà?

8. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû óãëîâ A è C.
Îáîçíà÷èì îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ íà ýòè
áèññåêòðèñû èç òî÷êè B, ÷åðåç P  è Q ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî îòðåçîê PQ ïàðàëëåëåí ñòîðîíå AC.

9. Íà äîñêå áûëî íàïèñàíî 5 ÷èñåë. Ñëîæèâ êàæäîå èç ýòèõ
÷èñåë ñ êàæäûì, ïîëó÷èëè 10 ñóìì: 0, 2, 4, 4, 6, 8, 9, 11, 13, 15.
Êàêèå ÷èñëà áûëè íàïèñàíû íà äîñêå?

10. Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ìîíåò ðàçëîæåíî â òðè êó÷êè.
Ìàëü÷èê Ëåøà, îáëàäàþùèé íåîãðàíè÷åííûì çàïàñîì ìîíåò,
ìîæåò çà îäèí õîä ëèáî âçÿòü èç êàæäîé êó÷êè ïî îäíîé ìîíåòå
(ïðè óñëîâèè, ÷òî âî âñåõ òðåõ êó÷êàõ åñòü õîòÿ áû ïî îäíîé
ìîíåòå), ëèáî äîáàâèòü èç ñâîèõ çàïàñîâ ê ëþáîé êó÷êå ñòîëüêî
ìîíåò, ñêîëüêî â íåé óæå åñòü. Äîêàæèòå, ÷òî çà íåñêîëüêî õîäîâ
Ëåøà ìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî âñå òðè êó÷êè èñ÷åçíóò.

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 31)
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Êàê ïîñòðîèòü
ïàðàäîêñàëüíûé

ïðèìåð
Ï.ÑÀÌÎÂÎË, Ì.ÀÏÏÅËÜÁÀÓÌ,

À.ÆÓÊÎÂ

Í
À ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÎËÈÌÏÈÀÄÀÕ ÈÍÎÃÄÀ ÂÑÒÐÅ-

÷àþòñÿ çàäà÷è ñ ïàðàäîêñàëüíîé ôîðìóëèðîâêîé. Òàê,
íà îäíîé èç çàî÷íûõ îëèìïèàä áûëà ïðåäëîæåíà òàêàÿ
çàäà÷à.

Çàäà÷à 1. Îäèí ÷åëîâåê êàæäûé ìåñÿö çàïèñûâàë ñâîé
äîõîä è ðàñõîä. Âîçìîæíî ëè, ÷òîáû çà ëþáûå ïÿòü èäóùèõ
ïîäðÿä ìåñÿöåâ åãî îáùèé ðàñõîä ïðåâûøàë äîõîä, à â öåëîì
çà ãîä åãî äîõîä ïðåâûñèë ðàñõîä? [1]

Ñ ïåðâîãî âçãëÿäà êàæåòñÿ, ÷òî òàêîãî íå ìîæåò áûòü.
Îäíàêî ïîñëå íåêîòîðîãî îáäóìûâàíèÿ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü
ïðèìåð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ çàäà÷è.

Ïóñòü åæåìåñÿ÷íîå ñàëüäî – ðàçíîñòü äîõîäà è ðàñõîäà –
ïðèíèìàåò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: x > 0 è y < 0. Ïîñòðîèì
÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàñïîëàãàÿ â ñòðîêó ÷èñëà õ
è ó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû 5
âñòðå÷àëîñü òîëüêî îäíî çíà÷åíèå ó, íàïðèìåð

õ, õ, õ, õ, ó, õ, õ, õ, õ, ó, õ, õ.

Äàëåå ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë íà îòðåçêå äëèíû 5
áûëà îòðèöàòåëüíîé: ó + 4õ < 0, à ñóììà âñåõ 12 ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè – ïîëîæèòåëüíîé: 2ó + 10õ > 0. Îòñþäà
ïîëó÷àåì

–5õ < y < –4x.

Äîñòàòî÷íî âçÿòü, ñêàæåì, õ = 2, ó = –9.
Â ðàçîáðàííîé çàäà÷å ðå÷ü øëà î ïðîìåæóòêå âðåìåíè â 1

ãîä. À ñêîëüêî âîîáùå âðåìåíè ìîæåò äëèòüñÿ îïèñàííàÿ
ñèòóàöèÿ? Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 2 (ïî ìîòèâàì îäíîé èç çàäà÷ XIX Ìåæäóíàðîäíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû [2]). Â íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñóììà ëþáûõ ñåìè èäó-
ùèõ ïîäðÿä ÷ëåíîâ îòðèöàòåëüíà, à ñóììà ëþáûõ îäèííàä-
öàòè èäóùèõ ïîäðÿä ÷ëåíîâ ïîëîæèòåëüíà.

à) Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ìîæåò áûòü â
òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

á) Ïîñòðîéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 16 ÷èñåë ñ óêàçàí-
íûì ñâîéñòâîì.

Ðåøàòü ïóíêò á) ýòîé çàäà÷è òàêæå ìîæíî ìåòîäîì ïîäáî-
ðà, õîòÿ çäåñü óæå íàäî ïðîÿâèòü íåêîòîðóþ äîëþ èçîáðåòà-
òåëüíîñòè. Íî ìîæíî ïîäîéòè ê åãî ðåøåíèþ è ñîâåðøåííî
ñòàíäàðòíî.

Íàïðèìåð, äàâàéòå íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

1 2 16, , ,x x x… , ïîä÷èíÿþùèõñÿ óñëîâèÿì:

1 2 7

2 3 8

,

,

...

x x x b

x x x b

+ + + = -

+ + + = -

…

…

10 11 16

1 2 11

2 3 12

6 7 16

...

,

,

,

...

,

x x x b

x x x a

x x x a

x x x a

+ + + = -

+ + + =

+ + + =

+ + + =

…

…

…

…

ãäå ïàðàìåòðû à è b – íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Óïðàæíåíèå 1. Ðåøèòå ñèñòåìó ýòèõ óðàâíåíèé.

Òîò, êòî ïîâîçèòñÿ ñ ýòîé ñèñòåìîé, ñìîæåò îöåíèòü
òðóäîåìêîñòü äàííîãî ñïîñîáà. Íèæå ìû ïîêàæåì äðóãîé
ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ïîèñê ïðèìåðà
ê çàäà÷å 2,á). Íî ïðåæäå äàâàéòå ðàçáåðåìñÿ â ðåøåíèè
ïóíêòà à) – îíî íàì ïîäñêàæåò íàïðàâëåíèå ïîèñêà.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó âîïðîñà. Ïóñòü â
ñòðîêó âûïèñàíî m ÷èñåë. Íàçîâåì ñóììó q èäóùèõ ïîäðÿä
÷èñåë ýòîé ñòðîêè q-ñóììîé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ëþáàÿ
n-ñóììà êîòîðîé èìååò îäèí çíàê, à ëþáàÿ k-ñóììà – äðóãîé
çíàê, íàçîâåì { },n k -ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî m âûïèñàííûõ ÷ëåíîâ
{ },n k -ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû n + k –
– d – 1, ãäå d – íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë n è k.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà n è k íå ìîãóò áûòü
êðàòíû äðóã äðóãó (óáåäèòåñü â ýòîì). Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì,
÷òî íå ñóùåñòâóåò { },n k -ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç m ÷èñåë,
åñëè m > n + k – d – 1.

Ïðåäïîëîæèì, íàøëàñü íóæíàÿ ñòðîêà èç n + k – d ÷èñåë.
Âûáåðåì èç ÷èñåë n è k ìåíüøåå – ïóñòü ýòî áóäåò, íàïðèìåð,
k. Âû÷åðêíåì ïåðâûå k ÷èñåë. Òîãäà â ñòðîêå èç îñòàâøèõñÿ
n – d ÷èñåë âñå k-ñóììû ïî-ïðåæíåìó èìåþò îäèí çíàê, à âñå
(n – k)-ñóììû èìåþò äðóãîé çíàê (îáäóìàéòå ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå, ðàññóæäàÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî). Ïîñêîëüêó

n – d = (n – k) + k – d,

òî ìû îò { },n k -ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåøëè ê { },n k k- -
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîâòîðÿÿ ýòîò ñïóñê äàëüøå, ìû áóäåì
ïîëó÷àòü óìåíüøàþùèåñÿ ïî äëèíå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â

ñîîòâåòñòâèè ñ öåïî÷êîé { } { } { }1 1 2 2, , ,n k n k n kÆ Æ Æ …

{ },
l l

n kÆ… , ãäå îäíî èç ÷èñåë ln  èëè 
lk  â êîíöå êîíöîâ

îêàæåòñÿ ðàâíûì d, à äðóãîå – êðàòíûì åìó. Íî ýòî
íåâîçìîæíî – ïðîòèâîðå÷èå.

ßñíî, ÷òî åñëè íå ñóùåñòâóåò ñòðîêè èç n + k – d ÷èñåë,
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ, òî íåëüçÿ âûïèñàòü è áîëåå
äëèííóþ òàêóþ ñòðîêó.

Ïðèìåð ñ êîëè÷åñòâîì n + k – d – 1 ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âîçìîæåí. Ìû áóäåì èñêàòü åãî ñðåäè òàêèõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé, ÷ëåíû êîòîðûõ ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà
çíà÷åíèÿ õ è ó, âåëè÷èíû êîòîðûõ ìû ïîäáåðåì ïîçæå.
«Ïóòåâîäíîé çâåçäîé» íàì áóäåò ñëóæèòü öåïî÷êà ïàð ÷èñåë

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , ,
l l

n k n k n k n kÆ Æ Æ Æ…  èç ïðåäûäóùèõ ðàñ-
ñóæäåíèé. Ó÷èòûâàÿ åå âàæíîñòü äëÿ äàëüíåéøåãî, íàçîâåì
ýòó öåïî÷êó îïðåäåëÿþùåé. Ýòà öåïî÷êà ðåàëèçóåò çíàìåíè-
òûé àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî
äåëèòåëÿ d ÷èñåë n è k. Â ñàìîì äåëå, l ld n k= - . Ñåé÷àñ,
îäíàêî, ìû èñïîëüçóåì ýòó öåïî÷êó â èíûõ öåëÿõ – äëÿ
êîíñòðóèðîâàíèÿ íóæíîé íàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè÷åì,
ñîçäàâàÿ ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìû áóäåì äâèãàòüñÿ îò
êîíöà îïðåäåëÿþùåé öåïî÷êè ê åå íà÷àëó.

Ñíà÷àëà, ðàñïîëàãàÿ ïàðîé ÷èñåë ( ),
l ln k , ïîñòðîèì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü

õ, õ, …, õ, ó, õ, …, õ, õ.              ( * )
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Êîëè÷åñòâî ÷èñåë õ ñëåâà îò âåëè÷èíû ó òàêîå æå, êàê è

ñïðàâà, è ðàâíî 
1, �“ë, ,

1, �“ë, .

l l l

l l l

n k n

k n k

- >Ï

Ì

- >
Ó

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì, áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïèñàííûõ â ñòðîêó ÷èñåë [p, q]-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè ëþáàÿ åå ÷àñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç
ð ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíîâ, ñîäåðæèò îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî
áóêâ ó, à ëþáàÿ åå ÷àñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç q ïîäðÿä èäóùèõ
÷ëåíîâ, òàêæå ñîäåðæèò îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî áóêâ ó (ýòè
êîëè÷åñòâà ìîãóò îòëè÷àòüñÿ). Î÷åâèäíî, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ( * ) ÿâëÿåòñÿ [ ],l ln k -ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ: ëþáàÿ åå
÷àñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç ln  è lk  èäóùèõ ïîäðÿä ÷ëåíîâ,
ñîäåðæèò ðîâíî îäíó áóêâó ó. Äàííîå îïðåäåëåíèå â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå õàðàêòåðèçóåò îäíîðîäíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
áóêâ ó â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îòïðàâëÿÿñü îò áàçîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( * ), äàëåå
áóäåì íàðàùèâàòü êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ðóêîâîäñòâóÿñü ñëåäóþùèì ïðàâèëîì. Ïðåäïîëîæèì, óæå
ïîñòðîåíà [ ],i in k -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ õ è ó, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ïàðå ÷èñåë ( ),
i in k  èç îïðåäåëÿþùåé öåïî÷êè.

Çàìåòèì, ÷òî ïàðà ÷èñåë ( ),
i i

n k  ìîãëà áûòü ïîëó÷åíà èç

ïðåäûäóùåé ïàðû ( )1 1,
i i

n k
- -  äâîÿêî: ëèáî 1 1i i in n k

- -
= - ,

ëèáî 1 1i i ik k n
- -

= - .
Ðàçáåðåì ïåðâûé ñëó÷àé (âòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî). Äëÿ íàðàùèâàíèÿ ñòðîêè ñèìâîëîâ çàôèêñèðóåì åå
ïåðâûå 1ik -  ñèìâîëîâ è äîïèøåì èõ (ïðîäóáëèðîâàâ) ê
ñòðîêå ñëåâà. Äîêàæåì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ [ ]1 1,i in k

- -
-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ëþáàÿ ÷àñòü âíîâü ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñî-

ñòàâëåííàÿ èç 1i ik k
-

=  ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíîâ, êàê è â
ïðåäûäóùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîäåðæèò îäíî è òî æå
êîëè÷åñòâî áóêâ ó. Ëþáóþ ÷àñòü íîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ñîñòàâëåííóþ èç 1 1i i in n k

- -
= +  ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíîâ,

ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé: ïðàâîé ïîä-
ñòðîêè èç in  ñèìâîëîâ è ëåâîé ïîäñòðîêè èç 1ik -

 ñèìâîëîâ.
Êàæäàÿ èç ýòèõ ïîäñòðîê èìååò ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî
áóêâ ó, ïîýòîìó è âñÿ ÷àñòü èìååò ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî
áóêâ ó, ãäå áû ìû åå íè âçÿëè.

Ðåøèì òåïåðü çàäà÷ó 2,á).
Ïîñêîëüêó ( ) ( ) ( )7, 11 7, 4 3, 4Æ Æ , òî íà ïåðâîì øàãå

àëãîðèòìà ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

õ, õ, ó, õ, õ.

Íà âòîðîì øàãå ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

õ, õ, ó, õ, õ, õ, ó, õ, õ,

à íà òðåòüåì –

õ, õ, ó, õ, õ, õ, ó, õ, õ, ó, õ, õ, õ, ó, õ, õ.

Ïîñêîëüêó ñóììà ëþáûõ ñåìè èäóùèõ ïîäðÿä ÷ëåíîâ äîëæ-
íà áûòü îòðèöàòåëüíîé, à ñóììà ëþáûõ îäèííàäöàòè –
ïîëîæèòåëüíîé, òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà:

2 5 0,

3 8 0,

y x

y x

+ <Ï

Ì

+ >
Ó

 îòêóäà  
5 8

2 3

x y x- > > - .

Ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, õ = 5, ó = –13.
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ïðèâåäåííîãî âûøå àëãî-

ðèòìà îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ,
íàêëàäûâàåìûõ â îáùåì ñëó÷àå íà çíà÷åíèÿ âåëè÷èí õ è ó,
âñåãäà ñîâìåñòíà. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì ñäåëàòü ýòî ñàìî-
ñòîÿòåëüíî, âûïîëíèâ ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå èçëîæåííîãî âûøå àëãî-
ðèòìà ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ñèìâîëîâ õ è ó. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç à êîëè÷åñòâî áóêâ ó â ëþáîé åå ÷àñòè, ñîñòàâëåííîé
èç n èäóùèõ ïîäðÿä ÷ëåíîâ, ÷åðåç b – êîëè÷åñòâî áóêâ ó â ëþáîé
åå ÷àñòè, ñîñòàâëåííîé èç k èäóùèõ ïîäðÿä ÷ëåíîâ. Äîêàæèòå,

÷òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

( )

( )

0,

0,

ay n a x

by k b x

+ - >ÏÔ
Ì

+ - <ÔÓ
òàê æå, êàê è ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

( )

( )

0,

0,

ay n a x

by k b x

+ - <ÏÔ
Ì

+ - >ÔÓ
ñîâìåñòíà.

Óïðàæíåíèå 3. Ïðî íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 23
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èçâåñòíî, ÷òî â íåé ñóììà ëþáûõ 10
çàïèñàííûõ ïîäðÿä ÷èñåë îòðèöàòåëüíà, à ñóììà ëþáûõ k

çàïèñàííûõ ïîäðÿä ÷èñåë ïîëîæèòåëüíà. ×åìó ðàâíî k, åñëè
êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîå? Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

Óïðàæíåíèå 4. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, çàïèñàííûõ â ñòðî÷êó, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
ñóììà ëþáûõ n èäóùèõ ïîäðÿä ÷ëåíîâ îòðèöàòåëüíà, à ñóììà
ëþáûõ k èäóùèõ ïîäðÿä ÷ëåíîâ ïîëîæèòåëüíà. Èçâåñòíî, ÷òî
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíî 30. Íàé-
äèòå ìàêñèìóì âîçìîæíîé ðàçíîñòè k n- . Ïðèâåäèòå ïðèìåð,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ çàäà÷è.

Çàäà÷à 4. Ïðî èíòåãðèðóåìóþ ôóíêöèþ ( )f x  íà îòðåçêå
[0; c] èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ïî

îòðåçêó äëèíû n ïîëîæèòåëåí, à ïî îòðåçêó äëèíû m

îòðèöàòåëåí, c > m > n > 0. Ïóñòü 
m q

n p
=  – íåñîêðàòèìàÿ

äðîáü, ò.å. ð, q – âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Äîêàæèòå, ÷òî 
m

c m n
q

< + - .

Îáîçíà÷èì 
m n

d
q p

= = , òàê ÷òî n = pd, m = qd. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ( )1
m

c m n p q d
q

≥ + - = + - . Äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî k òàêîãî, ÷òî kd c£ , îáîçíà÷èì ( )
( )1

kd

k

k d

S f x dx

-

= Ú
è ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç

p + q – 1 ÷ëåíîâ: 1 2 1, , ,
p qS S S

+ -
… . Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì çàäà÷è ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ñóììà ëþáûõ ïîäðÿä èäóùèõ ð åå ÷ëåíîâ ïîëîæèòåëüíà;
2) ñóììà ëþáûõ ïîäðÿä èäóùèõ q åå ÷ëåíîâ îòðèöàòåëüíà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 3, òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëüøå ÷åì p + q – 2 ÷ëåíîâ.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Óïðàæíåíèå 5. Ïðî çàäàííóþ íà îòðåçêå [ ]0; 23  ôóíêöèþ
( )f x  èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò íåå ïî

îòðåçêó äëèíû 10 ïîëîæèòåëåí, à ïî îòðåçêó äëèíû 16 îòðèöà-
òåëåí. Ìîæåò ëè òàêîå áûòü? Êàê èçìåíèòñÿ îòâåò, åñëè

[ ]0; 24x Œ ?
Ïîäñêàçêà. Âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòîì óïðàæíåíèÿ 3. Ôóí-

êöèþ ( )f x  ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ñòóïåí÷àòóþ, ïðèíèìàþùóþ
òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ 7 è –29.

Óïðàæíåíèå 6. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ( )y f x=

òàêàÿ, ÷òî ëþáîé îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè ïî îòðåçêó
n = 3 îòðèöàòåëåí, à ïî îòðåçêó n = 5 ïîëîæèòåëåí?
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Â
 ÝÒÎÉ ÑÒÀÒÜÅ ÍÀ ÏÐÈÌÅÐÀÕ ÐÅØÅÍÈß ÊÎÍÊÐÅÒÍÛÕ
çàäà÷ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé.

Ýòî ïðàâèëî óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòÿìè îäíîé è
òîé æå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.

Íàïîìíèì, ÷òî êàæäàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà æåñòêî ñâÿçàíà ñ
íåêîòîðûì òåëîì îòñ÷åòà è ÷òî äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè âûãëÿäèò ïî-ðàçíîìó â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.

Ïóñòü åñòü äâå ñèñòåìû îòñ÷åòà S è S¢ , äâèæóùèåñÿ äðóã
îòíîñèòåëüíî äðóãà. Ïîñêîëüêó äâèæåíèå è ïîêîé îòíîñè-
òåëüíû, äîãîâîðèìñÿ íàçûâàòü ñèñòåìó S íåïîäâèæíîé, à
ñèñòåìó S¢  – äâèæóùåéñÿ. Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
Ì îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S íàçûâàþò àáñîëþòíûì äâèæåíè-
åì, à îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S¢  –îòíîñèòåëüíûì äâèæåíèåì.
Ñêîðîñòü òî÷êè Ì îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S íàçûâàþò, ñîîò-
âåòñòâåííî, àáñîëþòíîé ñêîðîñòüþ, à îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
S¢  – îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ. Äëÿ áîëåå îáðàçíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ìîæíî ïðèíÿòü, íàïðèìåð, çà ñèñòåìó S êîìíàòó, çà
ñèñòåìó S¢  – âîçäóøíûé øàðèê, ëåòÿùèé ñ âðàùåíèåì, à çà
òî÷êó Ì – ìóðàâüÿ, ïîëçóùåãî ïî øàðèêó.

Ââåäåì åùå ïîíÿòèå ïåðåíîñíîé ñêîðîñòè. Ýòî ñêîðîñòü
òîé òî÷êè ñèñòåìû S¢  îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S, ÷åðåç êîòî-
ðóþ ïðîõîäèò â äàííûé ìîìåíò òî÷êà Ì. Â íàøåì ïðèìåðå
ýòî ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî êîìíàòû òîé òî÷êè âîçäóøíîãî
øàðèêà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîïîëçàåò ìóðàâåé â äàííûé ìî-
ìåíò.

Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè àáñîëþòíàÿ =K“v
�

, îòíîñèòåëüíàÿ

%2…v
�

 è ïåðåíîñíàÿ C�!v
�

 ñêîðîñòè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

=K“ %2… C�!v v v= +

� � �
.

Ýòî è åñòü ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé.
Ñäåëàåì äâà ïîëåçíûõ çàìå÷àíèÿ.
1) Ïåðåíîñíàÿ ñêîðîñòü â îáùåì ñëó÷àå íå åñòü ñêîðîñòü

ñèñòåìû S¢  îòíîñèòåëüíî S! Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äâèæåíèè
âîçäóøíîãî øàðèêà ñ âðàùåíèåì ñêîðîñòè âñåõ òî÷åê øàðèêà
îòíîñèòåëüíî êîìíàòû ðàçëè÷íû, è ãîâîðèòü î ñêîðîñòè
øàðèêà (ñèñòåìû S¢ ) îòíîñèòåëüíî êîìíàòû (ñèñòåìû S)
áåññìûñëåííî. Òîëüêî ïðè ïîñòóïàòåëüíîì (áåç âðàùåíèÿ)
äâèæåíèè S¢  ñêîðîñòü âñåõ òî÷åê ñèñòåìû S¢  îòíîñèòåëüíî
S (ïåðåíîñíàÿ ñêîðîñòü) îäíà òà æå – åå è íàçûâàþò
ñêîðîñòüþ ñèñòåìû S¢  îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû S.

2) Ñîîòíîøåíèå ìåæäó òðåìÿ ñêîðîñòÿìè – ÷èñòî êèíåìà-
òè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå, íèêàê íå ñâÿçàííîå ñ èíåðöèàëüíîñ-
òüþ èëè íåèíåðöèàëüíîñòüþ ñèñòåì S è S¢ , ò.å. S è S¢  ìîãóò
áûòü îáå íåèíåðöèàëüíûìè.

Òåïåðü – êîíêðåòíûå
çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Ïî ïàëóáå
òåïëîõîäà, äâèæóùåãîñÿ
îòíîñèòåëüíî áåðåãà ñî
ñêîðîñòüþ è = 15 êì/÷,
èäåò ïàññàæèð ñî ñêîðîñ-
òüþ 0v u 3=  îòíîñè-

òåëüíî ïàëóáû â íàïðàâëåíèè, ñîñòàâëÿþùåì óãîë α  = 60°
ñ ïðîäîëüíîé îñüþ òåïëîõîäà (ðèñ.1). Íàéäèòå ñêîðîñòü
ïàññàæèðà îòíîñèòåëüíî áåðåãà.

Âîçüìåì çà íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà áåðåã, çà äâèæó-
ùóþñÿ ñèñòåìó îòñ÷åòà — òåïëîõîä. Òîãäà 0v

�
 – îòíîñèòåëü-

íàÿ ñêîðîñòü, u
�
 – ïåðåíîñíàÿ

ñêîðîñòü. Ñêîðîñòü v
�

 ïàññà-
æèðà îòíîñèòåëüíî áåðåãà áó-
äåò àáñîëþòíîé ñêîðîñòüþ.

Ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ñêî-
ðîñòåé (ðèñ.2),

0v v u= +

� � �
.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ, íàõîäèì ìîäóëü
ñêîðîñòè v ïàññàæèðà îòíîñèòåëüíî áåðåãà è óãîë β  ìåæäó
ýòîé ñêîðîñòüþ è îñüþ òåïëîõîäà:

2 2
0 0

7

2 cos 13 *ì ÷
3

u
v u v v u α= + - = ª ,

0 1 3

sin sin 0,33

2 7

v

v
β α= = ª ,   19β ª ∞ .

Çàäà÷à 2. Â êîìíàòå âðàùàåòñÿ äèñê ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ω  âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè Î, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
äèñêà ïåðïåíäèêóëÿðíî åãî ïëîñêî-
ñòè. Ïî äèñêó âäîëü åãî ðàäèóñà
ïîëçåò æóê ñî ñêîðîñòüþ 0v  îòíî-
ñèòåëüíî äèñêà (ðèñ.3). Íàéäèòå
ìîäóëü ñêîðîñòè æóêà îòíîñèòåëü-
íî êîìíàòû â ìîìåíò, êîãäà æóê
íàõîäèòñÿ â òî÷êå À äèñêà íà ðàñ-
ñòîÿíèè R îò îñè Î.

Çà íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà
åñòåñòâåííî âçÿòü êîìíàòó, à çà äâè-
æóùóþñÿ – äèñê. Òîãäà 0v

�
 – îòíîñè-

òåëüíàÿ ñêîðîñòü. Ïåðåíîñíîé ñêî-
ðîñòüþ C�!v

�
 áóäåò ñêîðîñòü òî÷êè À

äèñêà îòíîñèòåëüíî êîìíàòû. Ýòà
ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ðàäèàëüíîìó íàïðàâ-
ëåíèþ ÎÀ è ðàâíà

C�!v Rω= .

Ñêîðîñòü v
�

 æóêà îòíîñèòåëüíî êîìíàòû åñòü àáñîëþòíàÿ
ñêîðîñòü.

Ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ñêîðî-
ñòåé (ðèñ.4),

0 C�!v v v= +

� � �
.

Èòàê, ìîäóëü ñêîðîñòè æóêà
îòíîñèòåëüíî êîìíàòû ðàâåí

2 2 2 2 2
0 C�! 0v v v v Rω= + = + .

Çàäà÷à 3. Ðàäèóñ âðàùàþ-
ùåéñÿ ïëàíåòû r = 2000 êì.
Ñêîðîñòü òî÷åê ýêâàòîðà ïëà-
íåòû 1v  = 0,6 êì/ñ. Â ïëîñêî-
ñòè ýêâàòîðà ïî îðáèòå ðàäèóñîì R = 3000 êì äâèæåòñÿ
ñïóòíèê â ñòîðîíó âðàùåíèÿ ïëàíåòû ñî ñêîðîñòüþ 2v  =
= 2 êì/ñ. Íàéäèòå ñêîðîñòü ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî ïëà-
íåòû.

Çà íåïîäâèæíîãî ñèñòåìó îòñ÷åòà ïðèìåì ñèñòåìó, â êîòî-
ðîé çàäàíû ñêîðîñòè 1v  è 2v . Â êà÷åñòâå äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû
îòñ÷åòà âîçüìåì ïëàíåòó. Àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü ñïóòíèêà
çàäàíà è ðàâíà 2v . Íàì íàäî íàéòè ñêîðîñòü ñïóòíèêà
îòíîñèòåëüíî ïëàíåòû, ò.å. îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü %2…v

�
.Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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Ïóñòü â íåêîòîðûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ñïóòíèê
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Ì,
æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ ïëà-
íåòîé ìûñëåííûì ñòåðæ-
íåì ÎÌ (ðèñ.5). Ñêî-
ðîñòü òî÷êè Ì â íåïîä-
âèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
è åñòü ïåðåíîñíàÿ ñêî-
ðîñòü C�!v

�

. Íàéäåì åå.
Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðà-

ùåíèÿ ïëàíåòû ðàâíà

1v

r
ω = ,

ïåðåíîñíàÿ ñêîðîñòü –

C�! 1

R
v R v

r
ω= = .

Ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé (ñì. ðèñ.5),

2 %2… C�!v v v= +

� � �
.

Âèäèì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ñïóòíèêà ñîíàïðàâëåíà
ñ àáñîëþòíîé ñêîðîñòüþ 2v

�
 è ðàâíà (ïî ìîäóëþ)

%2… 2 C�! 2 1 1,1 *ì “
R

v v v v v
r

= - = - = .

Çàìåòèì, ÷òî îòâåò %2… 2 1 1,4 *ì “v v v= - =  (êîòîðûé íå-
ðåäêî äàþò àáèòóðèåíòû) íåâåðåí, òàê êàê èç-çà âðàùåíèÿ
ïëàíåòû ïåðåíîñíàÿ ñêîðîñòü íå ðàâíà 1v .

Çàäà÷à 4. Ïî äâóì êîëüöåâûì äîðîãàì ðàäèóñîì R,
ëåæàùèì â îäíîé ïëîñêîñòè, äâèæóòñÿ àâòîìîáèëè 1A  è

2A  ñî ñêîðîñòÿìè 1v v= = 20 êì/÷ è 2v = 2v (ðèñ.6).
Ðàçìåðû àâòîìîáèëåé
ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ
R. Â íåêîòîðûé ìî-
ìåíò àâòîìîáèëè íà-
õîäèëèñü â òî÷êàõ Ì è
Ñ íà ðàññòîÿíèè R/2
äðóã îò äðóãà. 1) Íàé-
äèòå ñêîðîñòü àâòî-
ìîáèëÿ 2A  â ñèñòåìå
îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ

àâòîìîáèëåì 1A  â ýòîò ìîìåíò. 2) Íàéäèòå ñêîðîñòü
àâòîìîáèëÿ 2A  â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ àâòîìîáè-
ëåì 1A , êîãäà 2A  îêàæåòñÿ â òî÷êå D.

Çà íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà âîçüìåì äîðîãó. Ñêî-
ðîñòü àâòîìîáèëÿ 2A  â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà åñòü àáñîëþòíàÿ
ñêîðîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç =K“C

v
�

 è =K“D
v
�

 àáñîëþòíûå ñêîðî-
ñòè àâòîìîáèëÿ 2A  ïðè ïðîõîæäåíèè èì òî÷åê Ñ è D (ðèñ.7).
Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è,

=K“ =K“ 2
2

C D
v v v v= = = .

Äâèæóùóþñÿ ñèñòåìó îòñ÷åòà æåñòêî ñâÿæåì ñ àâòîìîáèëåì

1A . ßñíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Î ñ óãëîâîé

ñêîðîñòüþ
v

R
ω = .

Ïåðåíîñíûå ñêîðîñòè ïðè ïðîõîæäåíèè àâòîìîáèëåì 2A

òî÷åê Ñ è D îáîçíà÷èì C�!C
v
�

 è C�!D
v
�

. Ìîäóëè ýòèõ
ñêîðîñòåé ðàâíû

C�!

3

2 2

C

v R
v OC R v

R
ω Ê ˆ

= ◊ = + =
Á ˜

Ë ¯

,

C�!

7

2

2 2

D

v R
v OD R R v

R
ω Ê ˆ

= ◊ = + + =
Á ˜

Ë ¯

.

Íàì íàäî íàéòè îòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè %2…C
v
�

 è %2…D
v
�

àâòîìîáèëÿ 2A  â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðè ïðîõîæ-
äåíèè èì òî÷åê Ñ è D.

Ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé (ñì. ðèñ.7),

=K“ %2… C�!C C C
v v v= +

� � �
,   =K“ %2… C�!D D D

v v v= +

� � �
.

Ñêîðîñòè àâòîìîáèëÿ 2A  îòíîñèòåëüíî àâòîìîáèëÿ 1A  ïðè
ïðîõîæäåíèè òî÷åê Ñ è D ñîíàïðàâëåíû ñî ñêîðîñòÿìè
(îòíîñèòåëüíî äîðîãè) àâòîìîáèëÿ 2A  â ýòèõ òî÷êàõ è ðàâíû

%2… =K“ C�!

3

2 0,5 10 *ì ÷
2

C C C
v v v v v v= - = - = = ,

%2… =K“ C�!

7

2 5,5 110 *ì ÷
2

D D D
v v v v v v= + = + = = .

Çàäà÷à 5. Âî âðåìÿ ãðàäà àâòîìîáèëü åäåò ñî ñêîðîñòüþ
è = 25 êì/÷ ïî ãîðèçîíòàëüíîé äîðîãå. Îäíà èç ãðàäèí
óäàðÿåòñÿ î ïåðåäíåå
(âåòðîâîå) ñòåêëî àâ-
òîìîáèëÿ, íàêëîíåííîå
ïîä óãëîì α  = 30° ê
âåðòèêàëè, è îòñêàêè-
âàåò ãîðèçîíòàëüíî â
íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ
àâòîìîáèëÿ (ðèñ.8).
Ñ÷èòàÿ, ÷òî óäàð ãðà-
äèíû î ñòåêëî àáñîëþò-
íî óïðóãèé è ÷òî ñêî-
ðîñòü ãðàäèíû íåïîñðåä-
ñòâåííî ïåðåä óäàðîì âåðòèêàëüíà, íàéäèòå ñêîðîñòü
ãðàäèíû: 1) äî óäàðà; 2) ïîñëå óäàðà.

Çà íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà âîçüìåì äîðîãó, à çà
äâèæóùóþñÿ ñèñòåìó îòñ÷å-
òà – àâòîìîáèëü. Íàäî íàé-
òè ñêîðîñòè 1v

�
 è 2v

�
 ãðàäè-

íû îòíîñèòåëüíî äîðîãè äî
è ïîñëå óäàðà, ò.å. àáñîëþò-
íûå ñêîðîñòè ãðàäèíû. Ïî
óñëîâèþ çàäà÷è ñêîðîñòü 1v

�

íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî
âíèç, à ñêîðîñòü 2v

�
 – ãîðè-

çîíòàëüíî (ðèñ.9).
Ñðàçó ïîñëå óäàðà àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü ãðàäèíû 2v

�
, åå

îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü 2 %2…v
�

 è ïåðåíîñíàÿ ñêîðîñòü (ñêî-

ðîñòü àâòîìîáèëÿ) u
�
 ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

2 2 %2…v v u= +

� � �

.

Ïîñêîëüêó ñêîðîñòè 2v
�

 è u
�

 ãîðèçîíòàëüíû, òî ñêîðîñòü

2%2…v
�

 òîæå ãîðèçîíòàëüíà, ïðè÷åì

2 2%2…v v u= + .

Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü 2%2…v
�

 ñîñòàâëÿåò ñ íîðìàëüþ ÀÂ
ê ïîâåðõíîñòè ñòåêëà íåêîòîðûé óãîë β  – óãîë îòðàæåíèÿ.
Èç äèíàìèêè èçâåñòíî, ÷òî ïðè óïðóãîì óäàðå î ïîâåðõíîñòü

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 9

Ðèñ. 8



íåïîäâèæíîãî ìàññèâíîãî òåëà óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó
îòðàæåíèÿ, à ìîäóëè ñêîðîñòåé ïàäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ðàâíû.
Ïîýòîìó ñêîðîñòü ãðàäèíû îòíîñèòåëüíî àâòîìîáèëÿ íåïîñ-
ðåäñòâåííî ïåðåä óäàðîì 1%2…v

�
 ñîñòàâëÿåò òîæå óãîë β  ñ

íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè ñòåêëà è ðàâíà ïî ìîäóëþ ñêîðîñòè
ïîñëå óäàðà:

1%2… 2 %2…v v= .

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòÿìè ïåðåä óäàðîì. Àáñî-
ëþòíàÿ ñêîðîñòü 1v

�
, îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü 1%2…v

�
 è ïåðå-

íîñíàÿ ñêîðîñòü u
�

 ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

1 1%2…v v u= +

� � �
.

Èç ãåîìåòðèè ðèñóíêà 9 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî β α=  è ÷òî
ñêîðîñòü 1%2…v

�
 ñîñòàâëÿåò ñ ãîðèçîíòîì óãîë 2β .

Èñïîëüçóÿ ðèñóíîê 9, íàõîäèì ñêîðîñòè ãðàäèíû äî è
ïîñëå óäàðà:

1 tg 2 tg 2 3 43 *ì ÷v u u uβ α= = = ª ,

2 2 %2… 1%2…
cos 2

u
v v u v u u

β
= + = + = + =

= 
1

1 3 75 *ì ÷
cos 2

u u
α

Ê ˆ

+ = =
Á ˜

Ë ¯

.

Çàäà÷à 6. Ëåíòà ïî÷òîâîãî òðàíñïîðòåðà äâèæåòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, íàõîäÿñü â îäíîé ïëîñêîñòè ñ

ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñ-
òüþ ñòîëà. Íà ëåíòó ïîïàäà-
åò íåáîëüøàÿ êîðîáêà, äâè-
ãàâøàÿñÿ ïî ñòîëó ñî ñêîðîñ-
òüþ v/2 , íàïðàâëåííîé ïîä
óãëîì α  ( cosα  = 1/9) ê
êðàþ ëåíòû (ðèñ.10). Êîýô-
ôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ
ìåæäó êîðîáêîé è ëåíòîé μ .

1) ×åìó ðàâíà ñêîðîñòü êîðîáêè (ïî ìîäóëþ) îòíîñèòåëüíî
ëåíòû â íà÷àëå äâèæåíèÿ ïî ëåíòå? 2) Ïðè êàêîé ìèíèìàëü-
íîé øèðèíå ëåíòû êîðîáêà íå ïðåîäîëååò ëåíòó?

Óäîáíî çà íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà âçÿòü ñòîë, à çà
äâèæóùóþñÿ ñèñòåìó îòñ÷åòà – ëåíòó. Òîãäà ñêîðîñòü ëåíòû
ýòî ïåðåíîñíàÿ ñêîðîñòü C�!v

�
, ïðè÷åì

C�!v v= .

Â íà÷àëå äâèæåíèÿ ïî ëåíòå ñêîðîñòü êîðîáêè îòíîñèòåëüíî
ñòîëà åñòü àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü =K“v

�
, ðàâíàÿ ñêîðîñòè êîðîá-

êè îòíîñèòåëüíî ñòîëà äî âúåçäà íà ëåíòó, ïîýòîìó

=K“
2

v
v = .

Ñêîðîñòü êîðîáêè îòíîñèòåëüíî ëåíòû â íà÷àëå äâèæåíèÿ ïî
ëåíòå åñòü îòíîñèòåëüíàÿ
ñêîðîñòü %2…v

�
.

Ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ
ñêîðîñòåé (ðèñ.11),

=K“ %2… C�!v v v= +

� � �

.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó êîñè-
íóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà èç

âåêòîðîâ ñêîðîñòåé, ïîëó÷àåì

( )2 2 2
%2… C�! =K“ C�! =K“2 cos 180v v v v v α= + - ∞ - .

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ C�!v  è =K“v  ÷åðåç v ïîñëå óïðîùå-
íèé íàõîäèì ñêîðîñòü êîðîáêè îòíîñèòåëüíî ëåíòû â íà÷àëå
äâèæåíèÿ ïî ëåíòå:

%2…

7

6

v v= .

Ðèñ. 10

Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ óäîáíî ïåðåéòè â èíåðöèàëü-
íóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ ëåíòîé. Îòíîñèòåëüíî
ëåíòû êîðîáêà èìååò íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü %2…v

�
, íàïðàâëåí-

íóþ ïîä íåêîòîðûì óãëîì γ  ê êðàþ ëåíòû, è äâèæåòñÿ
ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîçàìåäëåííî ñ óñêîðåíèåì gμ . Ïðè
òðåáîâàíèè ìèíèìàëüíîñòè øèðèíû d ëåíòû êîðîáêà îñòàíî-
âèòñÿ íà ëåíòå ó ïðîòèâîïîëîæíîãî êðàÿ ëåíòû, ïðîéäÿ ïî
ëåíòå ïóòü

sin

d
s

γ
= .

Äëÿ ðàâíîçàìåäëåííîãî äâèæåíèÿ ïî ëåíòå ìîæíî çàïèñàòü

2

%2…
2v gsμ= .

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ, ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ðàíåå
âûðàæåíèÿ äëÿ %2…v  ÷åðåç v, íàõîäèì

2
49 sin

72

v
d

g

γ
μ

= .

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà èç âåêòîðîâ ñêîðîñòåé,

( )
=K“

%2…

sin

sin 180

v

v

γ
α

=

∞ -

,

ãäå

( ) 2 4 5

sin 180 sin 1 cos

9

α α α∞ - = = - = .

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ =K“v  è %2…v  ÷åðåç v,
ïîëó÷àåì

4 5

sin

21

γ = .

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå sin γ  â âûðàæåíèå äëÿ d, íàõîäèì
ìèíèìàëüíóþ øèðèíó ëåíòû:

2
7 5

54

v
d

gμ
= .

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïî ïðÿìîëèíåéíîìó ó÷àñòêó CD äâèæåòñÿ òåïëîâîç ñî
ñêîðîñòüþ v (ðèñ.12). Àâòîìîáèëü äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v/4
ïî äîðîãå â âèäå äóãè îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R. Ðàññòîÿíèå îò
öåíòðà îêðóæíîñòè äî æåëåçíîé äîðîãè ÎK = 2R. Â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè òåïëîâîç îêàçàëñÿ â òî÷êå K, à àâòîìîáèëü – â
òî÷êå À. Íàéäèòå â ýòîò ìîìåíò ñêîðîñòü òåïëîâîçà îòíîñèòåëüíî
àâòîìîáèëÿ (ñèñòåìû îòñ÷å-
òà, ñâÿçàííîé ñ àâòîìîáè-
ëåì). Ðàçìåðû òåïëîâîçà è
àâòîìîáèëÿ ìàëû ïî ñðàâíå-
íèþ ñ R.

2. Èäåò ãðàä, è àâòîìî-
áèëü åäåò ñî ñêîðîñòüþ u =
= 29 êì/÷ ïî ãîðèçîíòàëü-
íîé äîðîãå. Îäíà èç ãðàäèí
óäàðÿåòñÿ î ñòåêëî çàäíåãî
îêíà àâòîìîáèëÿ, íàêëîíåí-
íîå ïîä óãëîì β  = 30° ê
ãîðèçîíòó, è îòñêàêèâàåò ãî-
ðèçîíòàëüíî â íàïðàâëåíèè,
ïðîòèâîïîëîæíîì äâèæåíèþ àâòîìîáèëÿ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî óäàð
ãðàäèíû î ñòåêëî àáñîëþòíî óïðóãèé è ÷òî åå ñêîðîñòü íåïîñðåä-
ñòâåííî ïåðåä óäàðîì âåðòèêàëüíà, íàéäèòå ñêîðîñòü ãðàäèíû:
1) äî óäàðà; 2) ïîñëå óäàðà.

3. Ëåíòà ãîðèçîíòàëüíîãî òðîòóàðà øèðèíîé d äâèæåòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Íà ëåíòó ïîïàäàåò øàéáà, äâèãàâøà-
ÿñÿ ñ ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòüþ 3v, íàïðàâëåííîé ïîä óãëîì α
( cos 2 3α = ) ê êðàþ ëåíòû. 1) ×åìó ðàâíà ñêîðîñòü øàéáû (ïî
ìîäóëþ) îòíîñèòåëüíî òðîòóàðà â íà÷àëå äâèæåíèÿ ïî òðîòóà-
ðó? 2) Ïðè êàêîì ìàêñèìàëüíîì êîýôôèöèåíòå òðåíèÿ ñêîëüæå-
íèÿ ìåæäó øàéáîé è òðîòóàðîì øàéáà ïðåîäîëååò òðîòóàð?

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12
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Ìàòåðèàëû âñòóïèòåëüíûõ
ýêçàìåíîâ 2004 ãîäà

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì.Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

(ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, îëèìïèàäà
«Àáèòóðèåíò-2004», ìàðò)

1. Íàéäèòå ñóììó òàíãåíñîâ âñåõ ( );x π πŒ -  òàêèõ, ÷òî

sin 2 5 cos 2 3x x+ = .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )
2 log 9log 3 2 1 2

3

xx
x x

x x
+ -

£ + .

3. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñóììû óáûâàþùåé
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè

2

1 2

6 9

6

m m
a

m m

- -

=

-

, 
2

2 2

6 12

6

m m
a

m m

- -

=

-

, …, 
( )

2

10

6

na
m m

-

=

-

,

ãäå m – íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî.
4. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå KLMN äèàãîíàëè KM

è LN ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì MN è KL ñîîòâåòñòâåí-
íî, à äëèíà ñòîðîíû KN ðàâíà 4 3 . Íà ñòîðîíå KN
ðàñïîëîæåíà òî÷êà À òàê, ÷òî LAK MAN– = – . Èçâåñòíî,
÷òî 15MKN KNL– - – = ∞ . Íàéäèòå äëèíó ëîìàíîé LAM
è ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà KLMN, åñëè LA : AM =

= 1 : 3 .
5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç

êîòîðûõ óðàâíåíèå

( ) ( )( 2 3 2
arctg 3 1 sin 3 3 1 sina x a a a x- - - + - +

+ ( ))tg 0ax a ax aπ π- - + =

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ.
6. Äàíà ñôåðà ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå Î. Èç òî÷êè À,

ëåæàùåé âíå ñôåðû, ïðîâåäåíû ÷åòûðå ëó÷à. Ïåðâûé ëó÷
ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü ñôåðû ïîñëåäîâàòåëüíî â òî÷êàõ 1B

è 1C , âòîðîé – â òî÷êàõ 2B  è 2C , òðåòèé – â òî÷êàõ 3B  è 3C ,
÷åòâåðòûé – â òî÷êàõ 4B  è 4C . Ïðÿìûå 1 2B B  è 1 2CC

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Å, ïðÿìûå 3 4B B  è 3 4C C  – â òî÷êå F.
Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû OAEF, åñëè ÀÎ = 2, ÅÎ = FO =
= 3, à óãîë ìåæäó ãðàíÿìè AOE è AOF ðàâåí 30°.

Âàðèàíò 2

(ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )4 6
4

6 9

log 2 log 2

log 9

log log

x x

x x

- - -

£

-

.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )
2

2 3 2 2

2

1 2 3

0

10 17 6

x x x x x x

x x

+ + - + + -

≥

- -

.

3. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ABCDFE èìååò ïÿòü ãðàíåé:
CDF, ABE, BCFE, ADFE è ABCD. Ðåáðî ÀÂ ïàðàëëåëüíî
ðåáðó CD. Òî÷êè K è L ðàñïîëîæåíû ñîîòâåòñòâåííî íà
ðåáðàõ AD è BC òàê, ÷òî îòðåçîê KL äåëèò ïëîùàäü ãðàíè
ABCD ïîïîëàì. Òî÷êà Ì ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ðåáðà EF è
âåðøèíîé ïèðàìèäû MABCD, îáúåì êîòîðîé ðàâåí 6. Íàé-
äèòå îáúåì ïèðàìèäû EKLF, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îáúåì
ìíîãîãðàííèêà ABCDFE ðàâåí 19.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 sin 2 2 sin 2 sin cos 1x x x x- = - - + - .

5. Äîðîãà ïðîõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åðåç ïóíêòû À, Â, Ñ
è D. Ðàññòîÿíèå îò À äî Â ðàâíî 24 êì. Èç À â D âûåõàë ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ àâòîìîáèëü. Îäíîâðåìåííî ñ íèì èç
Â â D îòïðàâèëèñü ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè âåëîñèïåäèñò
è ìîòîöèêëèñò. Êîãäà àâòîìîáèëü äîãíàë âåëîñèïåäèñòà,
ìîòîöèêëèñò îáãîíÿë èõ íà 6 êì. Â ïóíêòå Ñ àâòîìîáèëü
äîãíàë ìîòîöèêëèñòà è, äîåõàâ äî D, ñðàçó ïîåõàë îáðàòíî
â À, âñòðåòèâøèñü ñ âåëîñèïåäèñòîì âî âòîðîé ðàç â Ñ.
Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó Â è Ñ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âðåìÿ
îò íà÷àëà äâèæåíèÿ äî ìîìåíòà ïîâòîðíîé âñòðå÷è àâòîìî-
áèëÿ è âåëîñèïåäèñòà â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì âðåìÿ îò íà÷àëà
äâèæåíèÿ äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà àâòîìîáèëü âïåðâûå äîãíàë
ìîòîöèêëèñòà.

6. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ âûñîòû ïåðåñåêàþò-
ñÿ â òî÷êå Í, à ìåäèàíû â òî÷êå Î. Áèññåêòðèñà óãëà À
ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà ÎÍ. Íàéäèòå ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, åñëè ÂÑ = 2, à ðàçíîñòü óãëîâ Â è Ñ ðàâíà
30°.

Âàðèàíò 3

(ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè,
îëèìïèàäà «Àáèòóðèåíò-2004», àïðåëü)

1. ×åòûðå ÷èñëà 1a , 2a , 3a  è 4a  îáðàçóþò â óêàçàííîì
ïîðÿäêå ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Åñëè ê íèì ïðèáàâèòü
6, 7, 6 è 1 ñîîòâåòñòâåííî, òî ïîëó÷àòñÿ ÷èñëà, îáðàçóþùèå
â òîì æå ïîðÿäêå àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéäèòå
÷èñëà 1a , 2a , 3a  è 4a .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà

2

2

1

5 5

5 7

x x
x x

£ - -

- +

.

3. Íàéäèòå âñå öåëûå n, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

2
5 4 13

11 8 1 8

1

n n
n

n

+ +

= - -

+

.

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2
29 log 36x + £

≤ ( ) ( )2 47 8 47 8

4 8 cos 8 cos 7

45 45

x xπ π- -Ê ˆ

- + +

Á ˜

Ë ¯

log
2
x.

5. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè ÀÑ
è BD ðàâåí 30°. Èçâåñòíî îòíîøåíèå : 2 : 3AC BD = .
Òî÷êà 1B  ñèììåòðè÷íà âåðøèíå Â îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÀÑ,
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à òî÷êà 1C  ñèììåòðè÷íà âåðøèíå Ñ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
BD. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêà 1 1ABC  è
ïàðàëëåëîãðàììà ABCD.

6. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )2
3 1 2 3 4 6 4x a x a x a- - - + - + - =

= ( ) ( ) ( )( )2
sin 3 6 4 sin 1 2 3 4x a a x a x- + - - - - - .

Âàðèàíò 4

(ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )( )
2

7 4 3 3 cos arctg 2 2

3 1

Ê ˆ

- - +

Á ˜

Ë ¯+

x = 2
log 3

2 9- .FF

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2

2

4

2

15 2

x
x

x x

-

≥ -

+ -

.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 5

2 cos 4 sin 3 1

4 16

x x
π πÊ ˆ Ê ˆ

- - - = -
Á ˜ Á ˜

Ë ¯ Ë ¯

.

4. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå Ì êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà
ÀÎÂ â òî÷êàõ À è Â. Âòîðàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå
N êàñàåòñÿ îòðåçêà ÎÀ, ëó÷à ÂÀ è ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîíû
óãëà ÎÂ çà òî÷êó Î. Èçâåñòíî, ÷òî ON : OM = 12 : 13.
Íàéäèòå îòíîøåíèå ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé.

5. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à íàéäèòå ÷èñëî
ðåøåíèé óðàâíåíèé

22 1 8 4 2

4 5 0

16 8 4 2

x x x x

a a
a a

+ -

- - + - + + = .

6. Â îñíîâàíèè ïðÿìîé ïðèçìû 1 1 1 1ABCDA BC D  ëåæèò
ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ ABCD ( AD BC� ). ×åðåç òî÷êó 1B

ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü P , ïåðåñåêàþùàÿ ðåáðî AD â òî÷êå K,
à ðåáðî CD – â òî÷êå N. Ïðÿìûå 1AA  è 1CC  ýòà ïëîñêîñòü
ïåðåñåêàåò â òî÷êàõ L è M ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî
DN : DC = 3 : 4, BC = DK è KN > DN. Îáúåì ìíîãîãðàííèêà

1ABCNKLB M  îòíîñèòñÿ ê îáúåìó ïðèçìû 1 1 1 1ABCDA BC D

êàê 49 : 144. Íàéäèòå îòíîøåíèå äëèíû îòðåçêà DK ê äëèíå
îòðåçêà AD.

Âàðèàíò 5

(ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò, îëèìïèàäà «Àáèòóðèåíò-2004»,
ìàðò)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

6 sin

8

x
πÊ ˆ

+
Á ˜

Ë ¯

3

cos 3 cos 1 0

8

x
π

- - = .

2. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

2

2

2 1

2x x
- < < -

- -

.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )
5

2 2
32 2log 3 2 log 3 2 2x x x x+ + + - + < .

4. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì Î âïèñàíà â ABCΔ , ÀÂ = 4,
ÂÑ = 5, ÀÑ = 6. Ïðÿìûå ÀÎ, ÂÎ è ÑÎ ïåðåñåêàþò ñòîðîíû
ÂÑ, ÀÑ è ÀÂ â òî÷êàõ K, L è M ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå
îòíîøåíèå ïëîùàäè BMKΔ  ê ïëîùàäè CKLΔ .

5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

2 2 2 3 2 12 2,

2 2 2 33 2 0.

x y x y

x y x y- -

Ï
- + + ◊ =

Ô

Ì

+ + - ◊ =Ô

Ó

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC äàíû ñòîðîíû ÀÂ = 5, ÂÑ = 6,
ÀÑ = 7. Òðè îêðóæíîñòè ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóã äðóãà
âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êàõ À, Â è Ñ. Íàéäèòå ðàäèóñ
íàèáîëüøåé îêðóæíîñòè.

7. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à ðåøèòå óðàâíåíèå

( )( )2 2
2 4 2 4

3

log 4 log 3 log 8 log

x a
x a x

x

-Ê ˆ

+ - -
Á ˜

Ë ¯

x = 0.

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìå 1 1 1ABCA BC

( 1 1 1AA BB CC� � ) 1 : 4 : 3AA AB = . Íà áîêîâûõ ðåáðàõ 1AA ,

1BB  è 1CC  âçÿòû òî÷êè K, L è M ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî

1: 3 : 1AK KA = , 1BL LB= , 1: 1 : 3CM MC = . Íàéäèòå äâó-
ãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè KLM è ÀÂÑ.

Âàðèàíò 6

(ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin sin 4 sin 5 sin 2 cos 3 0x x x x x+ - = .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

1

1

6

1

1

x

x

-

< -

-

-

.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )( )2
2log 2 2 2x x x- - + -

– ( ) ( )( )2
8log 4 4 8 16 1 0x x x+ + + + > .

4. Â îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì 4 ÷åðåç òî÷êó D äèàìåòðà ÂÑ
(BD : DC = 5 : 3) ïðîâåäåíà õîðäà EF, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê
ýòîìó äèàìåòðó. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ
îòðåçêîâ BD, DF è äóãè BF.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

2

2

3 2 2 2 24 ,

2 2 2 2 2 8.

x y

x y

x y x

x y x

-

-

Ï ◊ - - = -
Ô

Ì

+ - = +
Ô
Ó

6. Â òðàïåöèè BCDE (CD BE� ) BC BE^ , CD = 10,
BE = 14, LN – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ (òî÷êà L – íà ñòîðîíå ÂÑ).
Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó Â è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê
ñòîðîíå DE, ïåðåñåêàåò îòðåçîê LN â òî÷êå Ì, LM : MN =
= 2 : 1. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè BCDE.

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå

( )( ) 2
1 sin 3 5 0ax x xπ+ - =

èìååò ðîâíî 5 ðàçëè÷íûõ êîðíåé?
8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SLMN, ñ âåðøè-

íîé S, ïðîâåäåíà ìåäèàíà ÌÐ òðåóãîëüíèêà SMN è äàíû
LM = 2, SL = 6. ×åðåç ñåðåäèíó K ðåáðà SM ïðîâåäåíà
ïðÿìàÿ KE, ïàðàëëåëüíàÿ ðåáðó LN. ×åðåç òî÷êó L ïðîâå-
äåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ ïðÿìûå ÌÐ è KE â òî÷êàõ À è
Â ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà ÀÂ.

Âàðèàíò 7

(âñòóïèòåëüíûé ýêçàìåí äëÿ ïîáåäèòåëåé III è IV ýòàïîâ
Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû; ôàêóëüòåòû – õèìè÷åñêèé,
íàóê î ìàòåðèàëàõ, áèîëîãè÷åñêèé, ôóíäàìåíòàëüíîé

ìåäèöèíû, áèîèíæåíåðèè è áèîèíôîðìàòèêè,
ïî÷âîâåäåíèÿ, ãåîãðàôè÷åñêèé) 1

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 2x x- = - .

1 Íà êàæäîì ôàêóëüòåòå ïðåäëàãàëèñü êàêèå-òî 6 èç 7 çàäà÷.
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2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2
cos 4 2 cos 1x x+ = .

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( ) 33 3
log 1 log 1 log 4x x+ - - > .

4. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà à ðåøèòå ñèñòåìó
2 2 2

2

4 8 ,

2 .

x y a

xy a

Ï + =
Ô

Ì

=Ô
Ó

5. Òî÷êà D ëåæèò íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïðà-
âèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Äëèíà îòðåçêà BD ðàâíà 1, à
äëèíà îòðåçêà AD ðàâíà 3. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà DÑ.

6. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k è l, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèÿì:

1) k è l èìåþò îáùèé öåëûé äåëèòåëü, áîëüøèé 4;
2) 53 < k < l;
3) 119k l+ £ .
7. Íà áîêîâûõ ðåáðàõ SA, SB è SC ÷åòûðåõóãîëüíîé

ïèðàìèäû SABCD, îñíîâàíèå ABCD êîòîðîé åñòü êâàäðàò,
âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè 1A , 1B  è 1C  òàê, ÷òî

1 : 3 : 7SA SA = , 1 : 2 : 7SB SB =  è 1 : 4 : 9SC SC = . Ïëîñ-
êîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè 1A , 1B  è 1C , ïåðåñåêàåò
ðåáðî SD â òî÷êå 1D . Íàéäèòå îòíîøåíèå 1 :SD SD  è
îòíîøåíèå îáúåìà ïèðàìèäû 1 1 1 1SA BC D  ê îáúåìó ïèðàìèäû
SABCD.

Âàðèàíò 8

(õèìè÷åñêèé ôàêóëüòåò è ôàêóëüòåò íàóê î ìàòåðèàëàõ)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
2

2

10 3

1

3 2

x x

x x

+ -

£

- +

.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1 sin 1 2 sinx x+ = - .

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

5 5 5log 3 log 2 log 1x x x+ - - < - .

4. Èçâåñòíî, ÷òî òðàïåöèÿ ABCD ðàâíîáåäðåííàÿ, BC AD�

è BC > AD. Òðàïåöèÿ ECDA òàêæå ðàâíîáåäðåííàÿ, ïðè÷åì
AE DC�  è AE > DC. Íàéäèòå ÂÅ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
êîñèíóñ ñóììû óãëîâ CDE è BDA ðàâåí 1/3, à DE = 7.

5. Äàí êóá 1 1 1 1EFGHE FG H  ñ äëèíîé ðåáðà, ðàâíîé 2. Íà
ðåáðàõ ÅÍ è 1HH  âçÿòû òî÷êè À è Â òàêèå, ÷òî EA/AH =
= 2, 1 1 2HB BH = . ×åðåç òî÷êè À, Â, 1G  ïðîâåäåíà ïëîñ-
êîñòü. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Å äî ýòîé ïëîñêîñòè.

6. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ à è b, ïðè êîòîðûõ
ñðåäè êîðíåé óðàâíåíèÿ

( )
2

1 2 2 2
cos 3x a ab b+ - + - -

– ( ) ( )2 2
4 4 2 1a b ab x- - + +

. 2x = 0

åñòü äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ ñ ðàâíûìè àáñîëþòíûìè âåëè÷è-
íàìè.

Âàðèàíò 9

(áèîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò, ôàêóëüòåò ôóíäàìåíòàëüíîé
ìåäèöèíû, ôàêóëüòåò áèîèíæåíåðèè è áèîèíôîðìàòèêè)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 1x x+ = - .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin sin 3 cos 2 cos 4x x x x= .

3. Â ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè ñ îñíîâàíèÿìè 1 è 4 ðàñïîëî-
æåíû äâå îêðóæíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êàñàåòñÿ äðóãîé
îêðóæíîñòè, äâóõ áîêîâûõ ñòîðîí è îäíîãî èç îñíîâàíèé.
Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè.

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )
( )2

1 2

2 2
log 4 5 2 24

x

x x+ +

-

- ◊ + -

– 
( )

2

2 2 2

2 2

5 3

log 2 7 2

2 2

x

x x
-

- -

-

Ê ˆ

- ◊ + ≥
Á ˜

Ë ¯

.

5. Â øàð ðàäèóñà 4 âïèñàíà ïðàâèëüíàÿ øåñòèóãîëüíàÿ
ïèðàìèäà ñ âûñîòîé 6, à â íåå âïèñàí âòîðîé øàð. Íàéäèòå
ðàäèóñ âòîðîãî øàðà.

Âàðèàíò 10

(ôàêóëüòåò ïî÷âîâåäåíèÿ)

1. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
2

2 3y x x= -  ïðè [ ]1; 3x Œ - .
2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

5 1 7 2 0x x+ + + = .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 2
5 4 6x x x x+ + - - - =

2
2 4 2x x- + - .

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )1
0,5log 2 3 1

x
x

+
- ≥ - .

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ õ, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó
0 x π£ £  è ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

tg 3 tgx x= - .

6. Â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 5 âïèñàí êâàäðàò. Íà îêðóæíîñòè
îòìå÷åíà òî÷êà, ðàññòîÿíèå îò êîòîðîé äî îäíîé èç âåðøèí
êâàäðàòà ðàâíî 6. Íàéäèòå ðàññòîÿíèÿ îò ýòîé òî÷êè äî òðåõ
äðóãèõ âåðøèí êâàäðàòà.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè

2

2 2

5

4 log

3 4

x x
y x

x x

Ê ˆ
+

= +

Á ˜

+ -Ë ¯

èìååò öåíòð ñèììåòðèè, è íàéäèòå êîîðäèíàòû ( ),x y  ýòîãî
öåíòðà ñèììåòðèè.

Âàðèàíò 11

(ãåîãðàôè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

6
64

0

3

x

x

-

≥

-

.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin 3

0

sin sin 2

x

x x
=

+

.

3. Ïóíêòû À è Â ñîåäèíåíû äâóìÿ äîðîãàìè. Ïåðâàÿ
äîðîãà ðàçäåëåíà ïàðîìíîé ïåðåïðàâîé ñ îäíèì ïàðîìîì. Íà
âòîðîé äîðîãå ïðåïÿòñòâèé íåò. Ïåðåïðàâà íà ïàðîìå çàíè-

ìàåò 
1

2

 ÷àñà. Ïàðîì ðàáîòàåò áåç ïåðåðûâîâ. Èç ïóíêòà À ïî

ïåðâîé äîðîãå âûåçæàåò àâòîìîáèëü, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ

êîòîðîãî ïî äîðîãå ðàâíà 60 êì/÷. Îäíîâðåìåííî ñ íèì èç
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ïóíêòà Â ïî òîé æå äîðîãå âûåçæàåò òðàêòîð ñî ñêîðîñòüþ
20 êì/÷. Àâòîìîáèëü áåç çàäåðæêè ïåðåïðàâëÿåòñÿ ïàðîìîì
è âñòðå÷àåò òðàêòîð, îæèäàþùèé ïàðîì. Ïîñëå ïðèáûòèÿ â
ïóíêò Â àâòîìîáèëü áåç îñòàíîâêè âîçâðàùàåòñÿ ïî âòîðîé
äîðîãå è ïðèáûâàåò â ïóíêò À íà 15 ìèíóò ðàíüøå òðàêòîðà,

çàòðàòèâ íà îáðàòíûé ïóòü íà 
1

2

÷àñà áîëüøå, ÷åì íà ïóòü èç

À â Â. Íàéäèòå:
à) ðàçíîñòü ìåæäó äëèíàìè âòîðîé è ïåðâîé äîðîã, íå

ó÷èòûâàÿ äëèíó ïåðåïðàâû;
á) äëèíó âòîðîé äîðîãè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî, ïîåõàâ îáðàò-

íî ïî ïåðâîé äîðîãå, àâòîìîáèëü ïðèáûë áû â ïóíêò À
îäíîâðåìåííî ñ òðàêòîðîì.

4. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD òî÷êè K, L, M,
N – ñåðåäèíû ñòîðîí ÀÂ, ÂÑ, CD, DA ñîîòâåòñòâåííî.
Îòðåçêè KM è LN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Å. Ïëîùàäè
÷åòûðåõóãîëüíèêîâ AKEN, BKEL è DNEM ðàâíû 6, 6 è 12
ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå:

à) ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà CMEL;

á) îòðåçîê CD, åñëè ÀÂ = 
1

2

.

5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ñèñòåìà

1 1 2,

2 5 6

x a y a a x a y

y x

- + - + + - + + - =Ï
Ô

Ì

+ - =
Ô
Ó

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
6. Ñêîëüêî öèôð ñîäåðæèòñÿ â äåñÿòè÷íîé çàïèñè

99991-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè na , åñëè 1 0a = ,

1 2 1024n na a
+

= + , lg 2 0,301029= …?

Âàðèàíò 12

(ãåîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

22

4

2

x
x

x

-

£ -

-

.

2. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü sin x , åñëè

1

sin

3 2

x
πÊ ˆ

+ = -
Á ˜

Ë ¯

?

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2
441 21x x- £ + .

4. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ óãîë Â ïðÿìîé, òî÷êà Ì ëåæèò íà

ñòîðîíå ÀÑ, ïðè÷åì ÀÌ : ÌÑ = 1 : 3 3 . Âåëè÷èíà óãëà
ÀÂÌ ðàâíà 6π , ÂÌ = 6. Íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà ÂÀÑ è
ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ âîê-
ðóã òðåóãîëüíèêîâ ÂÑÌ è ÂÀÌ.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )2

3
log 10 25

x
x x

-

- + - ( )2

3
2 log 4 5 2 0

x
x x

-

- + + £ .

6. Äâå ãðóïïû ãåîëîãîâ èññëåäóþò ìàðøðóò, ïðîõîäÿùèé
îò ïóíêòà À ÷åðåç ïóíêò Â äî ïóíêòà Ñ. Ïåðâàÿ ãðóïïà
ïðîõîäèò âåñü ìàðøðóò çà 2 äíÿ, à âòîðàÿ – çà 3. Ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó À è Â âäâîå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó Â è Ñ.
Ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ãðóïï íà ó÷àñòêàõ ÀÂ è ÂÑ ïîñòîÿííû,
íî íà ó÷àñòêå ÀÂ ñêîðîñòè îáåèõ ãðóïï â m ðàç ìåíüøå, ÷åì
èõ ñêîðîñòè íà ó÷àñòêå ÂÑ. Ãðóïïû âûõîäÿò îäíîâðåìåííî
èç À è Ñ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Åñëè ïåðâàÿ ãðóïïà âûõîäèò
èç À, à âòîðàÿ èç Ñ, òî îíè âñòðå÷àþòñÿ â Â. Åñëè æå ïåðâàÿ
âûõîäèò èç Ñ, à âòîðàÿ èç À, òî îíè âñòðå÷àþòñÿ â ïóíêòå
D. Êàêóþ ÷àñòü îò äëèíû âñåãî ìàðøðóòà ñîñòàâëÿåò ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó Â è D? ×åìó ðàâíî çíà÷åíèå m?

7. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

( )

( )

sin 1

,

cos 2

cos 1

.

cos 2

x

x y

y

x y

Ï

= -

Ô

+
Ô

Ì

Ô
=

Ô +

Ó

8. Ó ïèðàìèäû SABC îñíîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûé

òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ñî ñòîðîíîé 2 2 . Ðåáðà SB è SC ðàâíû,
øàð êàñàåòñÿ ñòîðîí îñíîâàíèÿ, ïëîñêîñòè ãðàíè SBC, à

òàêæå ðåáðà SA. ×åìó ðàâåí ðàäèóñ øàðà, åñëè 
3 2

2

SA = ?

Âàðèàíò 13

(ôèëîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå

2 2 1

0

5

a
x x

a

-

+ + =

+

íå èìååò ðåøåíèé?
2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2
4 cos 3 4 cos 3 1 0

2

x x
πÊ ˆ

- - - =
Á ˜

Ë ¯

.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )2 4
4 4 5 2 16 2

x
x

x x
+

+ + = - - .

4. Èç òî÷êè Ì íà ïëîñêîñòü α  îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð  ÌÍ
äëèíû 3  è ïðîâåäåíû äâå íàêëîííûå, ñîñòàâëÿþùèå ñ
ïåðïåíäèêóëÿðîì óãëû ïî 60°. Óãîë ìåæäó íàêëîííûìè
ðàâåí 120°.

à) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó îñíîâàíèÿìè À è Â íàêëîí-
íûõ.

á) Íà îòðåçêå ÀÂ êàê íà êàòåòå â ïëîñêîñòè α  ïîñòðîåí
ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ (óãîë À ïðÿìîé). Íàéäèòå

îáúåì ïèðàìèäû ÌÀÂÑ, çíàÿ, ÷òî cos∠ 1

3

BMC = - .

5. Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ ïîëó÷èëà çàäàíèå ðàñ-
øèôðîâàòü òðè òåêñòà îäèíàêîâîãî îáúåìà. Êàïèòàí Èâàíîâ
íà ðàñøèôðîâêó ïåðâîãî è âòîðîãî òåêñòîâ â ñóììå çàòðàòèë
40,5 ìèíóò, à íà ðàñøèôðîâêó âòîðîãî è òðåòüåãî – 37,5
ìèíóò. Îêàçàëîñü òàêæå, ÷òî âòîðîé òåêñò îí ðàñøèôðîâû-
âàë ñ òàêîé æå ñêîðîñòüþ, êàê â ñðåäíåì ïåðâûé è òðåòèé. Çà
êàêîå âðåìÿ êàïèòàí Èâàíîâ âûïîëíèë çàäàíèå?

6. Äàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé

3

.

y a x a

x b y

= -Ï
Ô

Ì

= -
Ô
Ó

à) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ à è b ýòà ñèñòåìà
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ õ è ó èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðåøåíèé?

á) Íà ïëîñêîñòè Oxy èçîáðàçèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäè-
íàòû êîòîðûõ òàêîâû, ÷òî ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íûõ à è b èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ.

Âàðèàíò 14

(ýêîíîìè÷åñêèé ôàêóëüòåò, îòäåëåíèå ýêîíîìèêè)

1. Âû÷èñëèòå ïðîèçâåäåíèå âñåõ îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé
óðàâíåíèÿ

3
3 1 13

2 5 tg

14 43

2sin

3

x
x

x

π
π + = .

,
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2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )2 2
1

3

1 2sin 4 log 11 4 7 cos 8x x x xπ π+ ◊ - - £ .

3. Îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ áîêîâûå ñòîðîíû ÀÑ è ÑÂ
ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ÀÑÂ â òî÷êàõ Ð è Q ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÂQ. Îò-
ðåçêè AQ è ÂÐ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D òàê, ÷òî AQ : AD =
4 : 3. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà DQB, åñëè ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà PQC ðàâíà 3.

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )3log 2 5
x

x
+

+ ( )2

2

4 20 25
log 2 1

x x
x x

+ +
+ + +

+ ( )2
1

3 3 9

log 2 0
x

x

x x
Ê ˆ

-Á ˜
Ë ¯+

- - ≥ .

5. Ïàðîì ãðóçîïîäúåìíîñòüþ 109 òîíí ïåðåâîçèò äæèïû è
ãðóçîâèêè. Êîëè÷åñòâî ïåðåâîçèìûõ íà ïàðîìå ãðóçîâèêîâ
íå ìåíåå ÷åì íà 20% ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâî ïåðåâîçèìûõ
äæèïîâ. Âåñ è ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè îäíîãî äæèïà ñîñòàâëÿ-
þò 3 òîííû è 600 ðóáëåé, ãðóçîâèêà – 5 òîíí è 700 ðóáëåé
ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèòå íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ñóì-
ìàðíóþ ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè âñåõ äæèïîâ è ãðóçîâèêîâ ïðè
äàííûõ óñëîâèÿõ.

6. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà w, ïðè êîòî-
ðîì èìååò ðåøåíèå ñèñòåìà

( )

( )

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

4 sin 16 sin 9ctg ,

7 7

cos 3 2 72

2 1 sin 3 .

x x
y w

x y

y x

π π

π

Ï

- = +

Ô

Ô

Ô

- - =
Ì

Ô

= +Ô

Ô
Ó

7. Â ïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ïèðàìèäó ñ âûñîòîé 
5

4

h =

è ñòîðîíîé îñíîâàíèÿ 15a =  âëîæåíû ïÿòü øàðîâ îäèíà-

êîâîãî ðàäèóñà. Îäèí èç øàðîâ êàñàåòñÿ îñíîâàíèÿ ïèðàìè-
äû â åãî öåíòðå. Êàæäûé èç òðåõ äðóãèõ øàðîâ êàñàåòñÿ
ñâîåé áîêîâîé ãðàíè ïèðàìèäû, ïðè÷åì òî÷êà êàñàíèÿ ëåæèò
íà àïîôåìå è äåëèò åå â îòíîøåíèè 1 : 2, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû.
Ïÿòûé øàð êàñàåòñÿ âñåõ ÷åòûðåõ øàðîâ. Íàéäèòå ðàäèóñ
øàðîâ.

Âàðèàíò 15

(Âûñøàÿ øêîëà áèçíåñà)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

1

1

1

x

x

+

≥

-

.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )3 1

3

log 3 sin log cos 1x x+ = .

3. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

3 3
1 2 1,

20 0.

x y

x y

Ï + + - =Ô

Ì

+ - =Ô
Ó

4. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, åñëè èçâåñòíû

êîîðäèíàòû åãî âåðøèí ( )3;5A - , ( )3; 3B -  è òî÷êè ( )6;1M ,
ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäèíîé ñòîðîíû ÂÑ.

5. Ñêîëüêî âðåìåíè â òå÷åíèå ñóòîê íà ýëåêòðîííîì òàáëî
âîêçàëüíûõ ÷àñîâ, êîòîðûå ïîêàçûâàþò âðåìÿ â äèàïàçîíå îò
00:00 äî 23:59, ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäíà öèôðà 3?

6. Íàéäèòå âñå ïàðû öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ( );k m ,
ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

2
2 7 2 3 36k k mk m+ = + + .

7. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 3õ – 2ó íà
ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ õ, ó, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

2 2
4 16x y+ = .

8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà [ ]4;4p Œ - , ïðè êîòî-
ðûõ íåðàâåíñòâî

( ) ( ) ( )( )2 1 3 2 0p x p x- + - + >

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ 0x ≥ .

Âàðèàíò 16

(ôàêóëüòåò ïñèõîëîãèè)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

4 12 2 1 0

x x
- ◊ - = .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2

2 10

2

log 1

4

x

x

x

-

-

+Ê ˆ

£
Á ˜

Ë ¯

.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

15 cos ctg 5 cos 5 ctg 0x x x x+ + =

è íàéäèòå ñóììó åãî ðàçëè÷íûõ êîðíåé, ïðèíàäëåæàùèõ

îòðåçêó [–π; π].
4. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà 3 ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû À è Â

ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ñ êàòåòîì ÀÂ = 5. Ïðÿ-
ìàÿ CD êàñàåòñÿ ýòîé îêðóæíîñòè â òî÷êå D. Íàéäèòå
âåëè÷èíó óãëà ABD è äëèíó âòîðîãî êàòåòà ÀÑ, åñëè ëó÷ DA
äåëèò óãîë CDB ïîïîëàì.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç
êîòîðûõ óðàâíåíèå

( )2
5 4x x a x- = +

èìååò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.

Âàðèàíò 17

(Èíñòèòóò ñòðàí Àçèè è Àôðèêè)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) 2
3 25 0x x+ - < .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 4
sin cos 1x x- = - .

3. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

2 2

2 2

2 2

,

,

.

x y xyz

y z xyz

z x xyz

Ï
+ =

Ô
Ô

+ =
Ì

Ô

+ =
Ô
Ó

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )( )2
42 log 2 1

x
x+ - ( )( )2log 2 2 2 8

x x-
+ - = .

5. Äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 2  è 2 ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ

äðóãîì, ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè ðàâíî 3 1+ . Íàé-
äèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè êðóãà, âïèñàííîãî â îáùóþ ÷àñòü
êðóãîâ, îãðàíè÷åííûõ ýòèìè îêðóæíîñòÿìè, ê ïëîùàäè
îáùåé ÷àñòè.

6. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ âûðàæå-

íèÿ 
2 2

25 144

y w
+ , åñëè âåëè÷èíû õ, ó, z, w óäîâëåòâîðÿþò
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ñèñòåìå
2 2

2 2

2 4 20 0,

2 143 0,

2 61 0.

x y x y

z w w

xw yz x w z

Ï + + + - =

Ô
Ô

+ - - =
Ì

Ô

+ - + + - ≥

Ô
Ó

Âàðèàíò 18

(ñîöèîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2

2

8 15

0

7 14

x x

x x

+ +

£

+ +

.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2
4 sin 3 2 sin 2

2

x x
πÊ ˆ

- - -
Á ˜

Ë ¯

( )2
4 cos tg

7

x
π

π- = ctg

7

π
.

3. Ïîïóëÿðíîñòü ïðîäóêòà À çà 2002 ãîä âûðîñëà íà 20%,
â ñëåäóþùåì ãîäó ñíèçèëàñü íà 10%, à â êîíöå 2004 ãîäà
ñðàâíÿëàñü ñ ïîïóëÿðíîñòüþ ïðîäóêòà Á. Ïîïóëÿðíîñòü
ïðîäóêòà Á â 2002 ãîäó ñíèçèëàñü íà 20%, çàòåì íà ïðîòÿæå-
íèè îäíîãî ãîäà íå èçìåíÿëàñü, à çà 2004 ãîä âûðîñëà íà 40%.
Êàê èçìåíèëàñü ïîïóëÿðíîñòü ïðîäóêòà À çà 2004 ãîä, åñëè
â íà÷àëå 2002 ãîäà îíà ñîñòàâëÿëà 2/3 îò ïîïóëÿðíîñòè
ïðîäóêòà Á?

4. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ óãîë ïðè âåðøèíå Â ðàâåí 3π , à
äëèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ öåíòð Î âïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè ñ âåðøèíàìè À è Ñ, ðàâíû 4 è 6 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå
ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ.

5. Òðè ÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ äëèíàìè ðåáåð ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà ñ äèàãîíàëüþ 6, îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ. Êóáû ýòèõ ÷èñåë òîæå îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñ-
êóþ ïðîãðåññèþ. Íàéäèòå ýòè ÷èñëà.

6. Äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñ
èçîáðàçèòå ìíîæåñòâî òåõ ïàð ( ),b a , äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ
óðàâíåíèå

2
0

4

b
bx ax c+ - + =

èìååò äâà ðàçëè÷íûõ îòðèöàòåëüíûõ êîðíÿ, è óêàæèòå âñå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ìíîæåñòâî
ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

Âàðèàíò 19

(ôàêóëüòåò ãîñóäàðñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ)

1. Òåñò, êîòîðûé äîëæåí ïðîéòè èñïûòóåìûé, ñîñòîèò èç
26 âîïðîñîâ. Çà êàæäûé íåâåðíûé îòâåò ó èñïûòóåìîãî
âû÷èòàåòñÿ ïÿòü î÷êîâ, à çà êàæäûé ïðàâèëüíûé – íà÷èñëÿ-
åòñÿ âîñåìü î÷êîâ. Èñïûòóåìûé äàë îòâåòû íà âñå âîïðîñû.
Íà ñêîëüêî âîïðîñîâ îí îòâåòèë ïðàâèëüíî, åñëè â èòîãå
ñóììà ïîëó÷åííûõ èì î÷êîâ îêàçàëàñü ðàâíîé íóëþ?

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin 2 2 cos 4 sin 6 2x x x- + = .

3. Äëèíû òðåõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â

îêðóæíîñòü ðàäèóñà 2 2 , îäèíàêîâû è ðàâíû 2. Íàéäèòå
äëèíó ÷åòâåðòîé ñòîðîíû.

4. Êîìïàíèÿ ïðåäëîæèëà 350 ñâîèì ñëóæàùèì âûïîëíèòü
ñâåðõóðî÷íóþ ðàáîòó, ïðè÷åì êàæäîìó ìóæ÷èíå ïðåäëàãà-
ëîñü â âèäå âîçíàãðàæäåíèÿ 20 äîëëàðîâ, à êàæäîé æåíùèíå
– 16 äîëëàðîâ 30 öåíòîâ. Âñå æåíùèíû ñîãëàñèëèñü ñ ýòèì
ïðåäëîæåíèåì, à ÷àñòü ìóæ÷èí îòêàçàëàñü. Îáùàÿ ñóììà
âûïëà÷åííîãî âîçíàãðàæäåíèÿ ñîñòàâèëà 5705 äîëëàðîâ.

Êàêîâà ñóììà âîçíàãðàæäåíèÿ, âûïëà÷åííîãî âñåì æåíùè-
íàì?

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿõ õ, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåí-
ñòâó

( )( )2
3min log 3 5 , 2 2x x x+ - - < .

6. Êàêîâî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ãèðü, íåîáõîäèìûõ äëÿ
òîãî, ÷òîáû âçâåñèòü ëþáîé ãðóç ìàññîé îò 1 äî 39 êèëîãðàì-
ìîâ íà ðû÷àæíûõ (÷àøå÷íûõ) âåñàõ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòîò
ãðóç ìîæåò âåñèòü òîëüêî öåëîå ÷èñëî êèëîãðàììîâ?

7. Íà ïëîñêîñòè Îõó íàéäèòå íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå

ìåæäó òàêèìè äâóìÿ òî÷êàìè ñ êîîðäèíàòàìè ( ),x y , ÷òî õ è
ó ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

4
15x y

y x xy
- = .

ÔÈÇÈ ÊÀ

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Çàäà÷è óñòíîãî ýêçàìåíà

1. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñêîëüçèò êâàäðàòíàÿ
ïëàñòèíà ÀÂÑD. Â íåêîòîðûé ìîìåíò ñêîðîñòè âåðøèí À è
Â îêàçàëèñü ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äðóã äðóãó, à ñêîðîñòü
âåðøèíû Ñ áûëà ðàâíà v è ñîñòàâèëà ñ âåêòîðîì CD

�����

 óãîë,
òàíãåíñ êîòîðîãî ðàâåí 0,5. Íàéäèòå ñêîðîñòü òî÷êè Ì,
ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà ÀÂ, â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè.

2. Àâòîìîáèëü ìàññîé m ñî âñåìè âåäóùèìè êîëåñàìè,
ñòîÿùèé íà ïðÿìîëèíåéíîì ãîðèçîíòàëüíîì ó÷àñòêå äîðîãè,
íà÷èíàåò äâèæåíèå. Ïðè ýòîì äâèãàòåëü ðàçâèâàåò ïîñòîÿí-
íóþ ìîùíîñòü N. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ êîëåñ î äîðîãó μ .
Ïðåíåáðåãàÿ ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ àâòîìîáèëÿ,
íàéäèòå çàâèñèìîñòü åãî ñêîðîñòè v îò âðåìåíè.

3. Íà ãëàäêîé ïëîñêîñòè, îáðàçóþùåé ñ ãîðèçîíòîì óãîë
α , ëåæèò äëèííàÿ äîñêà ìàññîé M, óïèðàþùàÿñÿ íèæíèì
òîðöîì â ëåãêóþ ïðóæèíó, âòîðîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí
(ðèñ.1). Íà äîñêå íàõî-
äèòñÿ êóáèê ìàññîé m,
êîòîðûé ñ ïîìîùüþ ïà-
ðàëëåëüíîé äîñêå íèòè
ìåäëåííî è ðàâíîìåðíî
ïåðåìåùàþò ââåðõ. Îñè
ïðóæèíû è äîñêè, íèòü
è öåíòð ìàññ êóáèêà íà-
õîäÿòñÿ â îäíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïðè êàêîì êîýô-
ôèöèåíòå òðåíèÿ μ  êóáèêà î äîñêó îí áóäåò ñîâåðøàòü
ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïîñëå âíåçàïíîãî îáðûâà íèòè?

4. ×åðåç êðàí, âìîíòèðîâàííûé â äíî öèëèíäðà, îñü
êîòîðîãî ãîðèçîíòàëüíà, çàêà÷àëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî
ãåëèÿ. Ïðè ýòîì ïîðøåíü â öèëèíäðå ïåðåìåùàëñÿ, ïðåîäî-
ëåâàÿ äåéñòâèå âíåøíåãî àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ 0p  è ñèëó
ñóõîãî òðåíèÿ î ñòåíêè öèëèíäðà. Çàòåì êðàí çàêðûëè, à
òåìïåðàòóðó ãàçà èçìåíèëè òàê, ÷òî åãî îáúåì óñòàíîâèëñÿ
ðàâíûì 0V . Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q íóæíî ñîîáùèòü
ãàçó, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó äíîì öèëèíäðà è ïîðøíåì
óâåëè÷èëîñü íà LΔ , åñëè ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïîðøíÿ S, à
âåëè÷èíà ñèëû ñóõîãî òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ 2!F ?

5. Ìåæäó äíîì öèëèíäðà è ãëàäêèì ïîðøíåì ïðè òåìïå-
ðàòóðå 1 111 jT =  ñîäåðæèòñÿ ñìåñü ãåëèÿ è êðèïòîíà ñ
îòíîñèòåëüíîé âëàæíîñòüþ 0,5ϕ = . Ïëîòíîñòü ãåëèÿ â n =
= 2 ðàçà ìåíüøå ïëîòíîñòè êðèïòîíà. Îñü öèëèíäðà ãîðèçîí-
òàëüíà. Âíå öèëèíäðà äàâëåíèå ðàâíî íîðìàëüíîìó àòìîñ-
ôåðíîìó. Òåìïåðàòóðà êèïåíèÿ êðèïòîíà ïðè íîðìàëüíîì
àòìîñôåðíîì äàâëåíèè ðàâíà * 121 jT ª . Ìîëÿðíûå ìàññû ãå-
ëèÿ è êðèïòîíà ðàâíû ã 4Μ =  ã/ìîëü è * 84Μ =  ã/ìîëü.

Ðèñ. 1
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Íà ñêîëüêî íóæíî ïîíèçèòü òåìïåðàòóðó ñìåñè, ÷òîáû íà
ñòåíêàõ öèëèíäðà âûïàëà ðîñà? Ñ÷èòàòü, ÷òî äàâëåíèå
íàñûùåííûõ ïàðîâ êðèïòîíà ëèíåéíî çàâèñèò îò åãî àáñîëþò-
íîé òåìïåðàòóðû.

6. Íà ðàññòîÿíèè 2R îò öåíòðà çàêðåïëåííîãî èçîëèðîâàí-
íîãî ïðîâîäÿùåãî øàðà ðàäèóñîì R óäåðæèâàþò ïîëîæè-
òåëüíûé òî÷å÷íûé çàðÿä 2Q. Çàðÿä ñàìîãî øàðà ðàâåí Q.
Êàêóþ ñêîðîñòü v ìîæåò ïðèîáðåñòè ýëåêòðîí, íà÷èíàþùèé
ñâîå äâèæåíèå èç áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îò øàðà òî÷êè, ê
ìîìåíòó ïîïàäàíèÿ íà øàð?

7. Òîíêîå ïðîâîäÿùåå êîëüöî ðàäèóñîì r íàõîäèòñÿ â
ãîðèçîíòàëüíîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ñ èíäóêöèåé

B , ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñ-
êîñòè êîëüöà (ðèñ.2). Òîí-
êèé ïîäâèæíûé ïðîâîäíèê
ÎÀ, èìåþùèé ìàññó m è ñî-
ïðîòèâëåíèå R, îäíèì êîí-
öîì øàðíèðíî çàêðåïëåí â
öåíòðå êîëüöà (òî÷êà Î), à
äðóãèì (òî÷êà À) ñêîëüçèò ïî
êîëüöó. Íàéäèòå çàêîí, ïî
êîòîðîìó äîëæíà èçìåíÿòüñÿ
ñî âðåìåíåì ÝÄÑ èñòî÷íèêà
íàïðÿæåíèÿ, ïîäêëþ÷åííîãî
ê òî÷êå Î è êîëüöó, ÷òîáû
ïðîâîäíèê âðàùàëñÿ ñ ïîñòî-
ÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω .

Ñîïðîòèâëåíèåì êîëüöà è êîíòàêòîâ, èíäóêòèâíîñòüþ êîí-
òóðà, ïî êîòîðîìó ïðîòåêàåò òîê, è òðåíèåì ïðåíåáðå÷ü.
Íàïðàâëåíèå âåêòîðà óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g

�
 óêà-

çàíî íà ðèñóíêå.
8. Êîëüöî ðàäèóñîì à èç òîíêîé ìåäíîé ïðîâîëîêè,

èìåþùåå ñîïðîòèâëåíèå R, óäåðæèâàþò â îäíîðîäíîì ìàã-
íèòíîì ïîëå, ëèíèè
èíäóêöèè êîòîðîãî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû ïëîñêî-
ñòè êîëüöà. Ïðîåêöèÿ
B âåêòîðà èíäóêöèè íà
îñü êîëüöà èçìåíÿåòñÿ
ñî âðåìåíåì ñ ïåðèî-
äîì Ò ïî çàêîíó, èçîá-
ðàæåííîìó íà ðèñóíêå
3. Ïðåíåáðåãàÿ èí-
äóêòèâíîñòüþ êîëüöà,

íàéäèòå ñðåäíþþ òåïëîâóþ ìîùíîñòü, âûäåëÿþùóþñÿ â
êîëüöå.

9. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà ðàñïîëîæåí íà ãëàâíîé îï-
òè÷åñêîé îñè íà ðàññòîÿíèè d = 30 ñì îò òîíêîé ñîáèðàþ-
ùåé ëèíçû, îïòè÷åñêàÿ ñèëà êîòîðîé D = 5 äïòð. Äèàìåòð
ëèíçû b = 1 ñì. Íà êàêîå ðàññòîÿíèå xΔ  ñìåñòèòñÿ èçîá-
ðàæåíèå èñòî÷íèêà, åñëè ìåæäó íèì è ëèíçîé ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî åå ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè ïîìåñòèòü ñòåêëÿííóþ
ïëàñòèíêó òîëùèíîé h = 15 ñì ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ
n = 1,57?

10. Íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü ñòåêëà íàëèò òîíêèé
ñëîé ïðîçðà÷íîé æèäêîñòè ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n. Íà
æèäêîñòü ñâåðõó ïîä óãëîì α  ê âåðòèêàëè ïàäàåò ïàðàëëåëü-
íûé ïó÷îê ñâåòà ñ äëèíîé âîëíû λ . Æèäêîñòü ìåäëåííî
èñïàðÿåòñÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò èíòåíñèâíîñòü îòðàæåííî-
ãî ñâåòà ñòàíîâèòñÿ ìàêñèìàëüíîé, à çàòåì óáûâàåò è âíîâü
ñòàíîâèòñÿ ìàêñèìàëüíîé ÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ .
Íàéäèòå ñêîðîñòü v, ñ êîòîðîé óìåíüøàåòñÿ òîëùèíà ñëîÿ
æèäêîñòè èç-çà èñïàðåíèÿ.

Ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
è êèáåðíåòèêè

Çàäà÷è óñòíîãî ýêçàìåíà

1. Óçíàâ î ãîòîâÿùåìñÿ íàïàäåíèè íåïðèÿòåëÿ, ðåøåòêó
âîðîò çàìêà íà÷àëè îïóñêàòü ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u =
= 0,2 ì/ñ. Ìàëü÷èê, èãðàâøèé íà ðàññòîÿíèè l = 20 ì îò
âîðîò, â òîò æå ìîìåíò áðîñèëñÿ áåæàòü ê âîðîòàì. Ñíà÷àëà
îí äâèãàëñÿ ðàâíîóñêîðåííî, à çàòåì, íàáðàâ ìàêñèìàëüíóþ
ñêîðîñòü 0 2,5 ì “v = , – ðàâíîìåðíî. Ñ êàêèì ìèíèìàëü-
íûì óñêîðåíèåì mina  ìîã ðàçãîíÿòüñÿ ìàëü÷èê, ÷òîáû óñïåòü
ïðîáåæàòü ïîä ðåøåòêîé âîðîò â ïîëíûé ðîñò, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò íèæíèé êðàé ðåøåòêè íàõîäèëñÿ íà
ðàññòîÿíèè H = 3 ì îò ïîâåðõíîñòè çåìëè? Ðîñò ìàëü÷èêà
h = 1 ì.

2. Ïðè ïîëèâå ñàäîâîãî ó÷àñòêà íàêîíå÷íèê âîäîïðîâîäíî-
ãî øëàíãà ðàñïîëîæèëè íà âûñîòå h = 0,8 ì íàä ïîâåðõíîñòüþ
çåìëè, íàïðàâèâ ñòðóþ âîäû ââåðõ ïîä óãëîì 30α = ∞  ê
ãîðèçîíòó. Íàéäèòå ìàññó m âîäû, ñîäåðæàùåéñÿ â îòðåçêå
ñòðóè îò íàêîíå÷íèêà øëàíãà äî ïîâåðõíîñòè çåìëè. Ñêî-
ðîñòü âîäû, áüþùåé èç øëàíãà, 0 6 ì “v = , âíóòðåííåå
ñå÷åíèå íàêîíå÷íèêà øëàíãà 2

3 “ìS = , ïëîòíîñòü âîäû
3 3

10  *ã ìρ = . Óñêî-

ðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-

íèÿ ïðèíÿòü ðàâíûì
2

10 ì “g = .
3. Íà ãîðèçîíòàëüíîé

äîñêå, èìåþùåé ïðÿìî-
óãîëüíûé óñòóï âûñî-
òîé Í = 10 ñì, ðàñïîëà-
ãàåòñÿ âïëîòíóþ ê óñ-
òóïó îäíîðîäíûé öè-
ëèíäð ðàäèóñîì R =
= 25 ñì (ðèñ. 4). Äîñêó
íà÷èíàþò äâèãàòü ñ íåêîòîðûì óñêîðåíèåì à, íàïðàâëåííûì
âïðàâî. Êàêîâî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå óñêîðåíèÿ

maxa , ïðè êîòîðîì öèëèíäð íå
áóäåò ïîäíèìàòüñÿ íà óñòóï?
Âñå ïîâåðõíîñòè ãëàäêèå. Óñ-
êîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

2
9,8 ì “g = .

4. Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü
ìîæåò âðàùàòüñÿ áåç òðåíèÿ
âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî êîíåö
(ðèñ. 5). Ê äðóãîìó êîíöó ñòåð-
æíÿ ïðèëîæåíà ñèëà (F), íà-
ïðàâëåííàÿ ãîðèçîíòàëüíî è
ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñè âðàùå-
íèÿ ñòåðæíÿ. Ïîä äåéñòâèåì
ýòîé ñèëû ñòåðæåíü îòêëîíåí
îò âåðòèêàëè íà óãîë 45α = ∞ .
Êàêîé óãîë β  ñîñòàâëÿåò ñ âåðòèêàëüþ ñèëà (R), äåéñòâóþ-
ùàÿ íà ñòåðæåíü ñî ñòîðîíû îñè?

5. Ãîðèçîíòàëüíàÿ òðóáêà ñå÷åíèåì S, îòêðûòàÿ ñ äâóõ
êîíöîâ, çàêðåïëåíà íåïîäâèæíî (ðèñ. 6). Â íåé íàõîäÿòñÿ
äâà ïîðøíÿ, îäèí èç êîòîðûõ ñîåäèíåí ïðóæèíîé æåñòêîñ-
òüþ k ñ íåïîäâèæíîé ñòåíêîé. Â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè äàâëå-
íèå âîçäóõà ìåæäó ïîðø-
íÿìè ðàâíî àòìîñôåðíîìó
äàâëåíèþ 0p , ïðóæèíà íå
äåôîðìèðîâàíà è ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó ïîðøíÿìè ðàâ-
íî l. Ïðàâûé ïîðøåíü ìåä-
ëåííî ïåðåìåñòèëè âïðàâî

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 6

Ðèñ. 5



íà ðàññòîÿíèå l. Êàêîå
äàâëåíèå âîçäóõà 1p  óñ-
òàíîâèëîñü ïðè ýòîì
ìåæäó ïîðøíÿìè? Òåì-
ïåðàòóðó âîçäóõà ñ÷è-
òàòü ïîñòîÿííîé, òðåíè-
åì ïðåíåáðå÷ü.

6.Íàä èäåàëüíûì îä-
íîàòîìíûì ãàçîì ïðî-
âîäÿò ïðîöåññ, èçîáðà-
æåííûé íà ðèñóíêå 7.
Íàéäèòå ðàáîòó A, ñî-

âåðøàåìóþ ãàçîì â ýòîì ïðîöåññå, åñëè íà ó÷àñòêå 2 – 3 ãàç
ïîëó÷àåò êîëè÷åñòâî òåïëîòû 23 200 d›Q = . Îáúåì ãàçà â
òî÷êàõ 2 è 4 îäèí è òîò æå, äàâëåíèå ãàçà â òî÷êå 2 â äâà ðàçà
áîëüøå äàâëåíèÿ ãàçà â òî÷êå 1.

7. Íà ðèñóíêå 8 èçîáðàæåíû pV-äèàãðàììû äâóõ ïðî-
öåññîâ, ïðîâîäèìûõ íàä îäíèì è òåì æå èäåàëüíûì îäíî-
àòîìíûì ãàçîì. Ìàññà ãàçà, ó÷àñòâóþùåãî â ïðîöåññå
1 – 2, â k = 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì ìàññà ãàçà, ñ êîòîðûì
ïðîâîäèòñÿ ïðîöåññ 3 – 4. Òåìïåðàòóðà â òî÷êå 1 ðàâíà

òåìïåðàòóðå â òî÷êå 3, à
òåìïåðàòóðà â òî÷êå 2
ðàâíà òåìïåðàòóðå â òî÷-
êå 4. Íàéäèòå îòíîøåíèå
n êîëè÷åñòâ òåïëîòû, ïî-
ëó÷àåìûõ ãàçîì â ïðîöåñ-
ñàõ 1 – 2 è 3 – 4.

8. Â òåïëîèçîëèðîâàí-
íîì öèëèíäðè÷åñêîì ñî-
ñóäå ïîä ïîðøíåì ìàñ-
ñîé m íàõîäèòñÿ èäåàëü-
íûé îäíîàòîìíûé ãàç.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîðø-

íåì è äíîì ñîñóäà x. Íà êàêîå ðàññòîÿíèå xΔ  îïóñòèòñÿ
ïîðøåíü, åñëè ñâåðõó ïîëîæèòü íà íåãî ãðóç ìàññîé mΔ ?
Ñ÷èòàòü, ÷òî m mΔ � , íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ïîëîæåíèÿ
ïîðøíÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ, òðåíèå ïîðø-
íÿ î ñòåíêè ñîñóäà ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Àòìîñôåðíîå äàâ-
ëåíèå íå ó÷èòûâàòü.

9. Íåïðîâîäÿùàÿ òðóáêà, îòêðûòàÿ ñ îáîèõ êîíöîâ, ðàñïî-
ëîæåíà ãîðèçîíòàëüíî. Â òðóáêå íàõîäÿòñÿ äâà ìåòàëëè÷åñ-
êèõ ïîðøíÿ ïëîùàäüþ S êàæäûé, ñïîñîáíûå ïåðåìåùàòüñÿ
áåç òðåíèÿ. Ïðîñòðàíñòâî ìåæäó ïîðøíÿìè çàïîëíåíî âîç-
äóõîì ïðè àòìîñôåðíîì äàâëåíèè, ïðè÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïîðøíÿìè ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ äèàìåòðîì. Âî ñêîëüêî
ðàç n óìåíüøèòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîðøíÿìè, åñëè çàðÿ-
äèòü èõ ðàçíîèìåííûìè çàðÿäàìè q è –q? Òåìïåðàòóðà
âîçäóõà ïîñòîÿííà. Àòìîñôåðíîå äàâëåíèå 0p . Ýëåêòðè÷åñ-
êîå ïîëå ìåæäó ïîðøíÿìè ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì. Ýëåêòðè÷åñ-
êàÿ ïîñòîÿííàÿ ðàâíà 0ε .

10. Íà ãîðèçîíòàëüíîé íåïðîâîäÿùåé øåðîõîâàòîé ïîâåðõ-
íîñòè çàêðåïëåí ìàëåíüêèé øàðèê, èìåþùèé çàðÿä q. Ìà-
ëåíüêèé áðóñîê ìàññîé m, íåñóùèé òàêîé æå ïî çíàêó è
âåëè÷èíå çàðÿä, ïîìåùàþò íà ýòó ïîâåðõíîñòü íà ðàññòîÿíèè

0l  îò çàêðåïëåííîãî çàðÿæåííîãî øàðèêà. Êàêîé ïóòü l
ïðîéäåò áðóñîê äî îñòàíîâêè, åñëè åãî îòïóñòèòü áåç íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè? Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó áðóñêîì è ïîâåðõ-
íîñòüþ μ , ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ 0ε , óñêîðåíèå ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ g.

11. Ãåíåðàòîð ïîñòîÿííîãî òîêà ñîåäèíåí ñ ïîòðåáèòåëåì
(ïîëåçíîé íàãðóçêîé) ëèíèåé ýëåêòðîïåðåäà÷è, èìåþùåé
ñîïðîòèâëåíèå R = 10 Îì. ÝÄÑ ãåíåðàòîðà 500 B=E , åãî
ìîùíîñòü Ð = 10 êÂò. Îïðåäåëèòå îòíîøåíèå η  ìîùíîñòè,
âûäåëÿåìîé â ïîëåçíîé íàãðóçêå, ê ìîùíîñòè ãåíåðàòîðà.
Âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì ãåíåðàòîðà ïðåíåáðå÷ü.

12. Ìàëåíüêèé øàðèê ìàññîé
m, íåñóùåé ïîëîæèòåëüíûé çà-
ðÿä q, ïîäâåøåí íà íèòè äëèíîé
l è ïîìåùåí â îäíîðîäíîå ìàã-
íèòíîå ïîëå ñ èíäóêöèåé B, íà-
ïðàâëåííîé ãîðèçîíòàëüíî îò íàñ
(ðèñ. 9). Ñîîáùèâ øàðèêó íåêî-
òîðóþ ñêîðîñòü, íàïðàâëåíèå êî-
òîðîé ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, åãî
ïðèâîäÿò â äâèæåíèå ïî îêðóæ-
íîñòè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìàãíèòíîìó
ïîëþ è ñîâïàäàþùåé ñ ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà. Ïðè êàêîé
ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòè minv  øàðèêà â íèæíåé òî÷êå îí
ñìîæåò ñîâåðøèòü ïîëíûé îáîðîò?

13. Íà ïîâåðõíîñòü çåðêàëüíîãî øàðà ïàäàþò äâà ïàðàë-
ëåëüíûõ ëó÷à ñâåòà, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç öåíòð øàðà (ðèñ. 10).
Ðàññòîÿíèå ìåæäó ëó÷àìè a =
= 1 ñì. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè îò-
ðàæåíèè îò ïîâåðõíîñòè øàðà
îäèí èç ëó÷åé îòêëàíÿåòñÿ îò
ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ
íà óãîë 90α = ∞ , à äðóãîé – íà
óãîë 60β = ∞ . Íàéäèòå ðàäèóñ
øàðà R.

14. Â òîëùå ñòåêëà ñ ïîêàçà-
òåëåì ïðåëîìëåíèÿ n = 1,5
èìååòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ ïîëîñòü,
çàïîëíåííàÿ âîçäóõîì (ðèñ.
11). Ëó÷ ñâåòà, ðàñïðîñòðàíÿ-
þùèéñÿ â ñòåêëå, ïàäàåò íà ïîëîñòü íà ìàëîì ðàññòîÿíèè a
îò îñè OO¢ , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ïîëîñòè ïàðàëëåëüíî
ëó÷ó. Íà êàêîì ðàññòî-
ÿíèè b îò ýòîé îñè íà-
õîäèòñÿ òî÷êà âûõîäà
ëó÷à èç ïîëîñòè? Óãëû
ïàäåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ
ñ÷èòàòü ìàëûìè.

15. Ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíàÿ ïëàñòèíêà òîë-
ùèíîé d = 1 ìì èçãî-
òîâëåíà èç ïðîçðà÷íîé
ïëàñòìàññû ñ ïîêàçàòå-
ëåì ïðåëîìëåíèÿ n =
= 1,5. Èçãèáàÿ ïëàñòèí-
êó, åé ïðèäàþò ôîðìó,
èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 12, ãäå ïîêàçàíî ïîïåðå÷íîå
ñå÷åíèå ïëàñòèíêè. Ïåðïåíäèêóëÿðíî òîðöó ïëàñòèíêè íà
íåãî ïàäàåò â ïëîñêîñòè
ðèñóíêà ïàðàëëåëüíûé
ïó÷îê ñâåòà. Îïðåäåëèòå
ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûé
ðàäèóñ êðèâèçíû minR

èçãèáà ïëàñòèíêè, ïðè
êîòîðîì ñâåò íå áóäåò
âûõîäèòü èç ïëàñòèíêè
÷åðåç åå áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü. Ðàäèóñ êðèâèçíû îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïî âíåøíåé (ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ èçãèáà)
ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè.

16. Äâå ïàðàëëåëüíûå äðóã äðóãó ìåòàëëè÷åñêèå ïëàñòè-
íû, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè d = 1 ñì ìíîãî ìåíüøå èõ
ðàçìåðîâ, ïîäêëþ÷åíû ê èñòî÷íèêó ñ íàïðÿæåíèåì U =
= 12,5 B (ðèñ. 13). Ñíà÷àëà ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííóþ
ïëàñòèíó îáëó÷àþò ñâåòîì ÷àñòîòîé 14

1 7 10  cöν = ◊ , à çàòåì
– ñâåòîì ÷àñòîòîé 14

2 4 10  cöν = ◊ . Íà êàêóþ âåëè÷èíó lΔ

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Â À Ð È À Í Ò Û 47
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èçìåíÿåòñÿ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå,
íà êîòîðîå ôîòîýëåêòðîíû ìîãóò ïðè-
áëèçèòüñÿ ê ïîâåðõíîñòè îòðèöàòåëü-
íî çàðÿæåííîé ïëàñòèíû, ïðè èç-
ìåíåíèè ÷àñòîòû ñâåòà îò 1ν  äî

2ν ? ×àñòîòà  ñâåòà,  ñîîòâåòñòâóþùàÿ
êðàñíîé ãðàíèöå ôîòîýôôåêòà, ìåíü-
øå ÷àñòîòû 2ν . Ýëåìåíòàðíûé çàðÿä

19
1,6 10  jëe

-
= ◊ , ïîñòîÿííàÿ Ïëàí-

êà 34
6,63 10  d› “h

-
= ◊ ◊ .

Õèìè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

1. Ñôîðìóëèðóéòå çàêîí ýëåêòðîëèçà Ôàðàäåÿ.
2. ×òî òàêîå «èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà»?

3. Ìàãíèòíûé ïîòîê,
ïðîíèçûâàþùèé ïðîâî-
äÿùèé êîíòóð, èçìåíÿ-
åòñÿ ñî âðåìåíåì òàê,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí-
êå 14. Â êàêîì ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè ñèëà
òîêà â êîíòóðå ìàêñè-
ìàëüíà?

4. Ïîñòðîéòå èçîáðà-
æåíèå ñâåòÿùåéñÿ òî÷-
êè S â òîíêîé ðàññåèâà-
þùåé ëèíçå (ðèñ.15).

5. Âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèëîñü áû (óâåëè÷èëîñü èëè óìåíü-
øèëîñü) äàâëåíèå èäåàëüíîãî ãàçà â äàííîì îáúåìå, åñëè áû
ñêîðîñòü êàæäîé ìîëåêóëû ãàçà óâåëè÷èëàñü â 2 ðàçà?

6. Áðóñîê ìàññîé m = 2 êã
ñêîëüçèò ïî ãîðèçîíòàëüíîé

ïîâåðõíîñòè ïîä äåéñòâèåì ñèëû F = 10 Í, íàïðàâëåííîé ïîä
óãëîì 45α = ∞  ê ãîðèçîíòó (ðèñ.16). Íàéäèòå óñêîðåíèå
áðóñêà. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ 0,2μ = . Óñêîðåíèå ñâîáîäíî-

ãî ïàäåíèÿ ïðèíÿòü ðàâíûì g = 10 2
ì “ .

7. Íàéäèòå ïåðèîä îáðàùåíèÿ ýëåêòðîíîâ â àòîìå ãåëèÿ,
ñ÷èòàÿ, ÷òî äâà ýëåêòðîíà äâèæóòñÿ ðàâíîìåðíî ïî îêðóæíî-
ñòè âîêðóã íåïîäâèæíîãî ÿäðà, íàõîäÿñü ïðè ýòîì íà ïðîòè-
âîïîëîæíûõ êîíöàõ îäíîãî äèàìåòðà. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè
ïðèíÿòü ðàâíûì R. Çàðÿä ýëåêòðîíà å, åãî ìàññà  m.

8. Äåðåâÿííûé êóá ñ ðåáðîì à = 0,1 ì ïëàâàåò òàê, ÷òî íà
äâå òðåòè ñâîåãî îáúåìà ïîãðóæåí â âîäó. Êàêóþ ìèíèìàëü-
íóþ ðàáîòó íàäî ñîâåðøèòü, ÷òîáû ïîëíîñòüþ ïîãðóçèòü êóá

â âîäó? Ïëîòíîñòü âîäû 3 3
10  *ã ìρ = , óñêîðåíèå ñâîáîäíî-

ãî ïàäåíèÿ ïðèíÿòü ðàâíûì g = 10 2
ì “ .

9. Â ïðîöåññå ðàñøèðåíèÿ îáúåì èäåàëüíîãî ãàçà óâåëè÷è-
âàåòñÿ îò 1V  = 2 ë äî 2V  = 3 ë, à äàâëåíèå ëèíåéíî óáûâàåò
îò 1p  = 600 êÏà äî 2p  = 400 êÏà. Ïðè ýòîì ãàç ïîëó÷àåò îò
íàãðåâàòåëÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q = 1 êÄæ. Íàéäèòå èçìå-
íåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà.

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14

Ðèñ. 15 Ðèñ. 16

10. Êîíäåíñàòîð åìêîñ-
òüþ Ñ = 3 ìêÔ ïîäñîåäè-
íåí ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿí-
íîãî òîêà ñ ÝÄÑ E  =
= 100 Â. Çàòåì ïåðåêëþ-
÷àòåëü Ï ïåðåâîäèòñÿ ñ
êîíòàêòà 1 íà êîíòàêò 2
(ðèñ.17). Íàéäèòå êîëè-
÷åñòâî òåïëîòû, âûäåëèâ-
øååñÿ â ðåçèñòîðå ñîïðî-
òèâëåíèåì 1R  = 200 Îì â
ïðîöåññå ïîëíîé ðàçðÿä-
êè êîíäåíñàòîðà. Ñîïðî-
òèâëåíèå 2R  = 100 Îì. Ñîïðîòèâëåíèåì ïðîâîäîâ ïðåíåá-
ðå÷ü.

Âàðèàíò 2

1. Ñôîðìóëèðóéòå òðåòèé çàêîí Íüþòîíà.
2. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ «ìàãíèòíûé ïîòîê».
3. Ñèëà òîêà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ðåçèñòîð, èìåþùèé

ñîïðîòèâëåíèå R = 10 Îì, ìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó
çàêîíó, ïðåäñòàâëåííîìó íà ðèñóíêå 18. Êàêîå êîëè÷åñòâî
òåïëîòû âûäåëÿåò-
ñÿ â ðåçèñòîðå çà
îäèí ïåðèîä èçìå-
íåíèé òîêà  â ýòîì
ñëó÷àå?

4. Ïëîñêèé êîí-
äåíñàòîð ïîäêëþ-
÷åí ê ïîëþñàì áà-
òàðåè ñ ïîñòîÿííîé
ÝÄÑ. Âî ñêîëüêî
ðàç èçìåíèòñÿ (óâå-
ëè÷èòñÿ èëè óìåíü-
øèòñÿ) ýíåðãèÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè êîíäåíñàòîðà, åñëè ðàññòîÿíèå
ìåæäó îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà óâåëè÷èòü â 2 ðàçà?

5. Ñîñòîÿíèå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà èäåàëüíîãî ãàçà èçìå-
íÿëîñü â ñîîòâåòñòâèè ñ VT-äèàãðàììîé, ïðåäñòàâëåííîé íà
ðèñóíêå 19. Èçîáðàçèòå ýòîò æå ïðîöåññ íà pV-äèàãðàììå.

6. Êàòîä ôîòîýëåìåíòà îáëó÷àåòñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèì
æåëòûì ñâåòîì ñ äëèíîé
âîëíû λ  = 600 íì. Çà
íåêîòîðîå âðåìÿ ôîòîýëå-
ìåíò ïîãëîòèë ýíåðãèþ

5
10W

-
=  Äæ. Íàéäèòå

÷èñëî ïîãëîùåííûõ ïðè
ýòîì ôîòîíîâ. Ïîñòîÿí-
íàÿ Ïëàíêà 6,6h ª ×
× 34
10  d› “

-
◊ . Ñêîðîñòü

ñâåòà â âàêóóìå c =
8

3 10 ì “= ◊ .
7. Øàðèê ïàäàåò ñ âû-

ñîòû Í = 10 ì áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ïðåíåáðåãàÿ ñîïðî-
òèâëåíèåì âîçäóõà, íàéäèòå ñðåäíþþ ñêîðîñòü òåëà íà
âòîðîé ïîëîâèíå ïóòè. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïðè-

íÿòü ðàâíûì g = 10 2
ì “ .

8. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âîäû, âçÿòîé ïðè
òåìïåðàòóðå 1 35 Ct = ∞ , ìîæåò áûòü îõëàæäåíî äî   òåìïåðà-
òóðû t = 10 °C, åñëè îõëàæäåíèå ïðîèçâîäèòü ïîãðóæåíèåì
m = 20 ã ëüäà, îõëàæäåííîãî äî 2 20 Ct = - ∞ ? Ïîòåðè òåïëà
íå ó÷èòûâàòü. Óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà

5
3,3 10  d› *ãλ = ◊ , óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû

( )1 4200 d› *ã jc = ◊ , óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ëüäà

( )2 2100 d› *ã jc = ◊ .

Ðèñ. 17

Ðèñ. 18

Ðèñ. 19



9. Ïðåäìåò ïîìåùåí ïåðåä
ðàññåèâàþùåé ëèíçîé ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ãëàâíîé îïòè÷åñêîé
îñè ëèíçû íà ðàññòîÿíèè, ðàâ-
íîì äâîéíîìó ôîêóñíîìó ðàñ-
ñòîÿíèþ. Îïðåäåëèòå óâåëè-
÷åíèå, äàâàåìîå ëèíçîé.

10. Äâà îäèíàêîâûõ ðåçèñ-
òîðà ñîïðîòèâëåíèåì R = 8 Îì
êàæäûé ñîåäèíåíû ïàðàëëåëü-
íî è ïîäêëþ÷åíû ê àêêóìóëÿ-
òîðíîé áàòàðåå (ðèñ.20). ÏðèÐèñ. 20

ýòîì âîëüòìåòð, ïîäêëþ÷åííûé ê ïîëþñàì èñòî÷íèêà, ïîêà-
çûâàåò íàïðÿæåíèå 1 12U =  Â. Åñëè îäèí èç ðåçèñòîðîâ
îòêëþ÷èòü, òî âîëüòìåòð ïîêàæåò 2 16 BU = . Îïðåäåëèòå
âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå áàòàðåè. Âîëüòìåòð ñ÷èòàòü èäå-
àëüíûì.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Â.Áåíèíã, Ï.Áîðîäèí,
Â.Âîðîíèí, Å.Ãðèãîðüåâ,Ä.Äåíèñîâ, À.Çîòååâ,

È.Èíîâåíêîâ, Í.Ë¸âøèí, È.Ëîìîâ, Ã.Ìåäâåäåâ,
À.Ïàâëèêîâ, Â.Ïàíôåðîâ, Â.Ïîãîæåâ, Ì.Ïîòàïîâ,

À.Ðàçãóëèí, È.Ñåðãååâ, À.Ñêëÿíêèí, Â.Óøàêîâ,
Ì.Ôåäîòîâ, Å.Õàéëîâ, Ñ.×åñíîêîâ, Î.Øàëûãèíà,

Á.Ùåäðèí

ÊÎÍÊÓÐÑ «ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 6–8»

(см. «Квант» №4 за 2004 г.)

1. Ïðîíóìåðóåì ìîíåòû îò íà÷àëà ðÿäà ê êîíöó. Ðàçäåëèì èõ
íà 5 êó÷åê ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïåðâûì âçâåøèâàíèåì ñðàâíèì âåñ âòîðîé è ÷åòâåðòîé êó÷åê
(ìîíåò 4 è 8).
1. Åñëè âåñû îêàçàëèñü â ðàâíîâåñèè, òî âçâåøèâàåìûå ìîíå-
òû – íàñòîÿùèå, è ôàëüøèâûå ìîíåòû íàõîäÿòñÿ âñåé òðîé-
êîé â êàêîé-òî èç îñòàâøèõñÿ êó÷åê. Ïîýòîìó âòîðûì âçâåøè-
âàíèåì ñðàâíèì âåñ ïåðâîé è òðåòüåé êó÷åê.
à) Åñëè âåñ ïåðâîé è òðåòüåé êó÷åê îäèíàêîâ, òî ôàëüøèâûå
ìîíåòû – â ïÿòîé êó÷êå (9, 10 è 11).
á) Åñëè âåñ ïåðâîé è òðåòüåé êó÷åê íå îäèíàêîâ, òî ôàëüøè-
âûå ìîíåòû – â áîëåå òÿæåëîé êó÷êå.
2. Åñëè âåñû ïðè ïåðâîì âçâåøèâàíèè íå îêàçàëèñü â ðàâíî-
âåñèè, òî áîëåå òÿæåëàÿ ìîíåòà (åäèíñòâåííàÿ â êó÷êå) –
ôàëüøèâàÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ýòî ìîíåòà 4 (ñëó÷àé,
êîãäà ôàëüøèâàÿ ìîíåòà 8, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Òîãäà ïðî ìîíåòû ñ íîìåðîì 1 è ñ íîìåðàìè ñ 7 ïî 11 ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî îíè íàñòîÿùèå. Ïîýòîìó âòîðûì âçâåøèâàíè-
åì ñðàâíèì âåñ ìîíåò 2 è 6.
à) Åñëè èõ âåñ îäèíàêîâ, òî îíè íàñòîÿùèå, è ôàëüøèâûå ìî-
íåòû 3, 4 è 5.
á) Åñëè ìîíåòà 2 îêàçàëàñü òÿæåëåé, òî ôàëüøèâûå ìîíåòû
2, 3 è 4.
â) Åñëè ìîíåòà 2 îêàçàëàñü ëåã÷å, òî ôàëüøèâûå ìîíåòû 4, 5
è 6.
Òàêèì îáðàçîì, äâóõ âçâåøèâàíèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàéòè
âñå ôàëüøèâûå ìîíåòû, à îäíîãî, î÷åâèäíî, íåäîñòàòî÷íî.
2. Èññëåäóåì îñòàòêè è íåäîñòàòêè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè
äåëåíèè ÷èñåë âèäà k

2  íà 9, ãäå k – ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî.
×èñëà 1

2  è 2
2  èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, îñòàòêè 2 è 4, à ÷èñëî

3
2  èìååò íåäîñòàòîê (–1), ïîñêîëüêó = -

3
2 9 1 . Èç ïîñëåäíå-

ãî ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n

( ) ( ) ( )
n n nn

A= = - = + -

3 3
2 2 9 1 9 1 ,

ãäå À – íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî.
Îòñþäà òàêæå ñëåäóþò ðàâåíñòâà

n+ = ◊3 1
2 2 9 ( )

n
A + ◊ -2 1

, 

   n+ = ◊3 2
2 4 9 ( )

n
A + ◊ -4 1 .

Âèäíî, ÷òî ÷èñëî k
2  èìååò íåäîñòàòîê (–1) ïðè äåëåíèè íà 9

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè k = 3n, ãäå n íå÷åòíîå. Íî ñðåäè
÷èñåë òàêîãî âèäà òîëüêî îäíî ïðîñòîå: k = 3.
Èòàê, ÷èñëî p

+2 1  äåëèòñÿ íà 9 òîëüêî ïðè ïðîñòîì p = 3.
3. Ïðîâåäÿ ïðÿìóþ, îòìå÷àåì
íà íåé ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ òî÷-
êè À è Â (ðèñ.1). Â ñåðåäèíå
îòðåçêà ÀÂ (òî÷êå Î) âîññòàâ-
ëÿåì ïåðïåíäèêóëÿð MN, ïðè
ýòîì ìû ïîëüçóåìñÿ öèðêóëåì ñ
ïîñòîÿííûì ðàñòâîðîì, òàê ÷òî
ÀÌ = ÌÂ = ÀÂ.
Íà ïðîäîëæåíèè ïåðïåíäèêóëÿ-
ðà áåðåì òî÷êó Ñ, ñîåäèíÿåì åå
ñ òî÷êàìè À è Â è ïðîâîäèì
áèññåêòðèñó óãëà ÑÀÂ.
Òî÷êà D ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé áèñ-
ñåêòðèñû ñ ïðÿìîé ÂÑ, à òàêæå
òî÷êè À è Â ÿâëÿþòñÿ âåðøèíà-
ìè èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ACBΔ
ðàâíîáåäðåííûé, òî CAB CBA– = – . Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðè-

ñû, DAB CAB CBA– = – = –
1 1

2 2
.

Ïîñêîëüêó 90 CBO∞ > – > 60MBO– = ∞ , òî â ADBΔ  óãëû À

è Â îñòðûå. Îñòðûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå è óãîë D :

( )D A B– = ∞ - – + – <180 ( )∞ - ∞ + ∞ = ∞180 60 30 90 .

4. Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì

( ) ( ) ( ) ( )u v x y ux vy vx uy+ + = - + +
2 22 2 2 2 .

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ çàäà÷è îòñþäà ïîëó÷àåì

( ) ( )u v x y+ + =2 2 2 2
8 .                    ( * )

Âîçìîæíû ëèøü ñëåäóþùèå âàðèàíòû:
à) îäèí èç ñîìíîæèòåëåé â ëåâîé ÷àñòè ( * ) 1, à äðóãîé 8;
á) îäèí èç ñîìíîæèòåëåé â ëåâîé ÷àñòè ( * ) 2, à äðóãîé 4.
Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â êàæäîì èç ýòèõ âàðèàíòîâ îäíà èç
ïåðåìåííûõ õ, ó, u, v ðàâíà íóëþ.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé u = 0. Òîãäà èç ( * ) ñëåäóåò

2

2 2

4,

1

v

x y

Ï =Ô
Ì

= =ÔÓ

   ëèáî   
2

2 2

1,

4,

v

x y

Ï =Ô
Ì

= =ÔÓ

à èñõîäíûå óðàâíåíèÿ çàäà÷è çàïèøóòñÿ òàê:

2,

2.

vy

vx

= -Ï
Ì

=Ó
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ÏÎ×ÅÌÓ ÍÅÒ ÐÅØÅÍÈÉ?

1. Óêàçàíèå. Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ñóììû ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ëå-
âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, äîëæíà äåëèòüñÿ íà 5.
2. Åñëè äåëèìîå è äåëèòåëü ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî êîëè÷å-
ñòâà öèôð, ïðè÷åì â ñòàðøåì ðàçðÿäå ó íèõ ñòîÿò îäèíàêî-
âûå öèôðû, òî öåëî÷èñëåííûì ÷àñòíûì ìîæåò áûòü òîëüêî 1.
Íî ÷èñëà ÀËÃÅÁÐÀ è ÀÏÎÔÅÌÀ íå ðàâíû äðóã äðóãó.
3. Óêàçàíèå. Öèôðà Ä â ñëîâå ÊÎÐÄ ðàâíà íåíóëåâîé ïîñëå-
äíåé öèôðå ÷èñëà 8 j◊ . Íî òîãäà ÷èñëî dpnj 8◊  äîëæíî
áûòü ïÿòèçíà÷íûì.
4. Óêàçàíèå. Ñóììó ÷èñåë â ëåâîé ÷àñòè ðåáóñà çàïèøèòå â

âèäå ( )100 bn jn ln qn 4 d`◊ + + + + ◊ , èç êîòîðîãî ñëåäó-
åò, ÷òî îíà äåëèòñÿ íà 4. ×èñëî æå 18014 íà 4 íå äåëèòñÿ.
5. à) Óêàçàíèå. Ïîñêîëüêó jhŠ 102≥ , Šhj 102≥ , òî
jhŠ Šhj 204+ ≥ .

á) Óêàçàíèå. Ïîñêîëüêó jnkndj` 9878695£ ,

kndj` 98765£ , òî jnkndj` + kndj` 9977460£ .

6. à) Çàïèøåì èñõîäíîå ðàâåíñòâî â âèäå 30 dn + ◊

( )+ j + k + l 30 40= ◊ , îòêóäà ( )j + k + l 30 40 dn= ◊ - .
Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî.
á) Öèôðà Â ìîæåò áûòü ðàâíîé òîëüêî 1, íî ðàâåíñòâî
nd` 2 1000◊ =  íåâîçìîæíî.
7. à) Íåò.
á) Óêàçàíèå.

j`Š`p # j`p`Š = Š`p # p`Š = 

= ( )100 Š 10 ` + p # 100 p + 10 ` + Š◊ + ◊ ◊ ◊ = ( )99 Š # p◊ .

8. à) Íåò.
á) Óêàçàíèå. Ïðîâåðüòå, ìîæåò ëè áûòü M < 9, à Ã > 1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì âîçìîæíûå ðåøåíèÿ (x, y, u, v):

(1, –1, 0, 2), (–1, 1, 0, –2), (2, –2, 0, 1), (–2, 2, 0, –1).

Äëÿ ñëó÷àÿ v = 0 àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

(1, 1, 2, 0), (–1, –1, –2, 0), (2, 2, 1, 0), (–2, –2, –1, 0).

Åùå 8 ðåøåíèé íàéäåì çàìåòèâ, ÷òî èñõîäíûå óðàâíåíèÿ íå
èçìåíÿòñÿ, åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïåðåìåííûå u è õ, à òàêæå
ïåðåìåííûå v è ó. Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì

(0, 2, 1, –1), (0, –2, –1, 1), (0, 1, 2, –2), (0, –1, –2, 2),

(2, 0, 1, 1), (–2, 0, –1, –1), (1, 0, 2, 2), (–1, 0, –2, –2).

Èòàê, çàäà÷à èìååò 16 ðåøåíèé.
5. à) Îòâåò: [ ]n n+3 2 .

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìåíüøåãî ÷èñëà õîäîâ òî÷íî áóäåò íå-
äîñòàòî÷íî. Î÷åâèäíî, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò ïåðåêëàäêè ïåð-
âûé ñòåðæåíü áóäåò ïóñò. Òî æå âåðíî è äëÿ âòîðîãî ñòåðæ-
íÿ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè âíà÷àëå îïóñòîøàåòñÿ ïåðâûé.
Ê ýòîìó ìîìåíòó êðàñíûå êîëüöà ñäåëàëè íå ìåíåå ï õîäîâ.
Íî íè îäíî èç ýòèõ êîëåö â ýòîò ìîìåíò íå íàõîäèòñÿ íà òîì
ìåñòå, ïîñëå êîòîðîãî îíî óæå íå áóäåò ìåíÿòü ñâîå ïîëîæå-
íèå, âåäü òðåòèé ñòåðæåíü â êîíöå äîëæåí îêàçàòüñÿ ïóñòûì,
à èç âòîðîãî åùå íå óøëî ñàìîå íèæíåå êîëüöî. Ñëåäîâàòåëü-
íî, êðàñíûå ñäåëàþò åùå íå ìåíåå ï õîäîâ.
Ïîñìîòðèì, ñêîëüêî õîäîâ íàâåðíÿêà ñäåëàþò ñèíèå êîëüöà.
Âî-ïåðâûõ, äëÿ îïóñòîøåíèÿ âòîðîãî ñòåðæíÿ îíè ñõîäÿò íå
ìåíåå ï ðàç, âî-âòîðûõ, òàê êàê [n/2] èç íèõ äîëæíû âåð-
íóòüñÿ íà ýòîò ñòåðæåíü, òî ñèíèå êîëüöà ñõîäÿò åùå [n/2]
ðàç.
Èòàê, â ïðîöåññå ïåðåêëàäêè áóäåò ñäåëàíî íå ìåíåå n + n +

+ n + [n/2] = 3ï + [n/2] õîäîâ.
Ïîêàæåì òåïåðü, êàê óëîæèòüñÿ â ýòî ÷èñëî õîäîâ. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç x  íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå èëè ðàâíîå
õ. Ïåðåêëàäûâàíèå îäíîãî êîëüöà ñ i-ãî ñòåðæíÿ íà j-é îáî-
çíà÷èì ÷åðåç (i, j), òîãäà k(i, j) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî îïåðàöèÿ
(i,  j) ïîâòîðÿåòñÿ k ðàç.
Ïàðó îïåðàöèé (1, 3) (2, 3) ïîâòîðÿåì [ï/2] ðàç. Â ñëó÷àå
íå÷åòíîãî n äåëàåì åùå îäèí ðàç ïåðåêëàäêó (1, 3). Ïîêà
êðàñíûå êîëüöà ñõîäèëè n 2  ðàç, à ñèíèå [n/2] ðàç. Íà
ïåðâîì ñòåðæíå íàõîäÿòñÿ [n/2] êðàñíûõ êîëåö, íà âòîðîì
n 2  ñèíèõ, íà òðåòüåì ðàñïîëàãàþòñÿ n êîëåö. Èõ öâåòà ÷å-

ðåäóþòñÿ, ïðè÷åì ÷åðåäîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ êðàñíîãî (ñ÷èòàÿ
ñíèçó). Âñåãî ñäåëàíî n õîäîâ.
Äàëåå ñëó÷àè ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî n íåìíîãî îòëè÷àþòñÿ. Ðàç-
áåðåì èõ îòäåëüíî.
Ïóñòü n ÷åòíî. Ïåðåêëàäûâàåì âñå êîëüöà ñî âòîðîãî ñòåðæíÿ
íà òðåòèé. Ýòî n/2 õîäîâ. Òåïåðü áóäåì áðàòü êîëüöà ïîî÷å-
ðåäíî òî ñ ïåðâîãî ñòåðæíÿ, òî ñ òðåòüåãî è êëàñòü èõ íà âòî-
ðîé äî òåõ ïîð, ïîêà íà íåì íå ñòàíåò n êîëåö. Ýòî çàéìåò
åùå n õîäîâ. Ïîñëå ýòîãî ïåðâûé ñòåðæåíü ïóñò, âòîðîé çà-
ïîëíåí íóæíûì íàì îáðàçîì, à íà òðåòüåì êîëüöà ÷åðåäóþò-
ñÿ, ïðè÷åì ÷åðåäîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ êðàñíîãî è çàêàí÷èâàåò-
ñÿ ñèíèì êîëüöîì. Äåëàåì (3, 1) n ðàç – âîò è âñå. Îáùåå
êîëè÷åñòâî õîäîâ: n + n/2 + n + n = 3n + [n/2].
Ïóñòü n íå÷åòíî. Ïåðåêëàäûâàåì âñå êîëüöà ñ ïåðâîãî ñòåðæ-
íÿ íà òðåòèé. Ýòî [n/2] õîäîâ. Òåïåðü áóäåì áðàòü êîëüöà
ïîî÷åðåäíî òî ñî âòîðîãî ñòåðæíÿ, òî ñ òðåòüåãî è êëàñòü èõ
íà ïåðâûé äî òåõ ïîð, ïîêà íà íåì íå ñòàíåò n êîëåö. Ýòî
åùå n õîäîâ. Ïîñëå ýòîãî ïåðâûé ñòåðæåíü çàïîëíåí íóæíûì
íàì îáðàçîì, âòîðîé ïóñò, à íà òðåòüåì êîëüöà ÷åðåäóþòñÿ,
ïðè÷åì ÷åðåäîâàíèå íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ êðàñíûì
êîëüöîì. Äåëàåì (3, 2) n ðàç – ãîòîâî! Ñäåëàíî êàê ðàç

[ ]3 2n n+  õîäîâ.
á) Îòâåò: äëÿ ëþáîãî ï.

Ïðåäúÿâèì òàêîé àëãîðèòì ïåðåêëàäêè, ïðè êîòîðîì íà ëþ-
áîì ñòåðæíå â ëþáîé ìîìåíò áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ íå áîëåå ï

êîëåö. Âîò ýòîò àëãîðèòì:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2,3 1,2 3,1

1 2,3 1 1,2 1 3,1

2 2,3 2 1,2 2 3,1

2,3 1,2 3,1

n n n

n n n- - -

…

Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü ðåçóëüòàòà çà ( )n n +3 1 2 õîäîâ.

Èçâåñòåí, îäíàêî, ñïîñîá ïðèéòè ê öåëè çà n n+4 2  õîäîâ.

Îí ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñóíêå 2 äëÿ n = 4. Ýêñïåðèìåíò

ïîêàçûâàåò, ÷òî è ýòî íå ñàìûé êðàò÷àéøèé ïóòü. Êàêîå íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ òðåáóåòñÿ îñóùåñòâèòü â îáùåì ñëó÷àå –
íåèçâåñòíî.
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Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Åñëè òîêè ðàâíû, òî âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè ðàâåí
íóëþ; åñëè 1 2I I> , òî âåêòîð ìàãíèòîé èíäóêöèè ïåðïåíäè-
êóëÿðåí ïëîñêîñòè ðèñóíêà è íàïðàâëåí îò ÷èòàòåëÿ; åñëè

1 2I I< , òî åãî íàïðàâëåíèå – ïðîòèâîïîëîæíîå.
2. Â ïåðâîì ñëó÷àå, â ñèëó ñèììåòðèè, ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ
ðàâíà íóëþ; âî âòîðîì ñëó÷àå âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè
ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè ðèñóíêà è íàïðàâëåí ê ÷èòàòåëþ.
3. Äëÿ ëþáîãî ðåáðà êóáà ìîæíî íàéòè â ñîîòâåòñòâóþùåé
äèàãîíàëüíîé ïëîñêîñòè äðóãîå ïàðàëëåëüíîå åìó ðåáðî, â
êîòîðîì òå÷åò òàêîé æå ïî íàïðàâëåíèþ è ñèëå òîê. Ýòè òîêè
ñîçäàþò â öåíòðå êóáà ðàâíûå è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåí-
íûå ìàãíèòíûå ïîëÿ, ïîýòîìó ðåçóëüòèðóþùàÿ èíäóêöèÿ ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ áóäåò ðàâíà íóëþ.
4. Ïîñêîëüêó â îáùåì öåíòðå ïðîâîäíèêîâ âåêòîðû ìàãíèò-
íîé èíäóêöèè, ñîçäàâàåìûå òîêàìè ïî îòäåëüíîñòè, ðàâíû ïî
ìîäóëþ è âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî âåëè÷èíà êàæäîãî èç
íèõ ðàâíà 2B .
5. Òîê â áåñêîíå÷íîì ïðÿìîì ïðîâîäå íå âíîñèò âêëàäà â ìàã-
íèòíîå ïîëå â òî÷êå Î, ëåæàùåé íà îñè ïðîâîäà. Òîê, òåêó-
ùèé ïî ïîëóîêðóæíîñòè, ñîçäàåò ïîëå â äâà ðàçà ìåíüøåé âå-
ëè÷èíû, ÷åì êðóãîâîé òîê, ò.å. Â/2.
6. Ïðîâîä ïðèìåò ôîðìó îêðóæíîñòè.
7. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âèòêè ñîëåíîèäà áóäóò ïðèòÿãèâàòüñÿ
äðóã ê äðóãó.
8. Ïðîâîäà áóäóò ðàçâîðà÷èâàòüñÿ òàê, ÷òîáû òîêè áûëè íà-
ïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó, è ïðèòÿãèâàòüñÿ äðóã ê äðóãó.
9. Òîðîèäàëüíàÿ êàòóøêà ñîçäàåò â ñâîåì öåíòðå òàêîå æå ïî
âèäó ïîëå, êàê è îäèí âèòîê ñ òîêîì. Ïîýòîìó ìàãíèòíàÿ
ñòðåëêà ðàçâåðíåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè òîðîèäà.
10. Ïîëó÷àþòñÿ ðàñïîëîæåííûå ðÿäîì äâå îáìîòêè, òîêè â
êîòîðûõ ïðîòèâîïîëîæíû, è ìàãíèòíûå ïîëÿ ýòèõ òîêîâ âçà-
èìíî óíè÷òîæàþòñÿ.
11. Òîêè, òåêóùèå ïî òðóáêå, ïàðàëëåëüíû è ïðèòÿãèâàþòñÿ
äðóã ê äðóãó.
12. Â ñëó÷àå à) ðàìêà ðàçâåðíåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêî-
ñòè ðèñóíêà; â ñëó÷àÿõ á) è â) ðàìêà ðàçâåðíåòñÿ òàêèì æå
îáðàçîì è ïðè ýòîì âòÿíåòñÿ â îáëàñòü áîëåå ñèëüíîãî ïîëÿ.
13. Êîëüöî ñîñêî÷èò ñ ìàãíèòà, ðàçâåðíåòñÿ íà 180�  è ñíîâà
íàäåíåòñÿ íà íåãî äðóãîé ñòîðîíîé.
14. ×òîáû àìïåðîâû ñèëû ìîãëè óäåðæèâàòü êîëüöî, òîê ïî
åãî áëèæàéøåé ê ÷èòàòåëþ ñòîðîíå äîëæåí òå÷ü ñïðàâà íàëå-
âî (èëè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, åñëè ñìîòðåòü ñâåðõó).
15. Ïîñëåäîâàòåëüíî ñ ìàãíèòîì ìîæíî âêëþ÷èòü ðåîñòàò èëè
ñäåëàòü âûäâèæíîé ñåðäå÷íèê.
16. Äà, ìîæíî. Äëÿ ýòîãî íóæíî ñäåëàòü áîëüøîå ÷èñëî âèò-
êîâ èç òîíêîé ïðîâîëîêè.

Ìèêðîîïûò

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïî ïàðàëëåëüíûì äðóã äðóãó ïðîâîäàì èëè
ðåëüñàì òåêóò ïîñòîÿííûå è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûå
òîêè, ïîýòîìó îíè îòòàëêèâàþòñÿ.
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ÊÀÊ ÏÎÑÒÐÎÈÒÜ ÏÀÐÀÄÎÊÑÀËÜÍÛÉ  ÏÐÈÌÅÐ

1. 1 2 4 5 6 8x x x x x x= = = = = =

      = 9 11 12 13 15 16 2 3x x x x x x a b= = = = = = + ,

3 7 10 14 5 8x x x x a b= = = = - - .

2. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ñèñòåìó (âòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíà-

ëîãè÷íî). Åñëè α βπ , ãäå 1
n

a
α = - , 1

k

b
β = - , òî îíà ýêâè-

âàëåíòíà äâîéíîìó íåðàâåíñòâó x y xβ α> > . Åñëè β α> , òî

ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ õ è íåêî-

òîðûõ ó; åñëè æå β α< , òî îíî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ îòðè-
öàòåëüíûõ õ è íåêîòîðûõ ó.
Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé α β=  íåâîçìîæåí. Ïðåäïîëîæèì ïðî-

òèâíîå, òîãäà 
n a

k b
= . Â ñëó÷àå âçàèìíî ïðîñòûõ n è k, a < n,

b < k ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé,

êîãäà ÷èñëà n è k íå âçàèìíî ïðîñòû. Ïóñòü 1n a a= + ,

1k b b= + . Òîãäà 1

1

n a a a

k b b b

+

= =

+

, îòêóäà 1

1

a a n

b b k
= = . Ïî-

ñêîëüêó ÷èñëî n äåëèòñÿ íà à, òî 2n a≥ , èëè 1 2a a a+ ≥ , îò-

êóäà 1a a≥ . Ïîñêîëüêó ÷èñëî n äåëèòñÿ íà 1a , òî 
12n a≥ ,

èëè 1 12a a a+ ≥ , îòêóäà 
1a a≥ . Çíà÷èò, 

1a a= .
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 1b b= .
Òîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ çàïèøåòñÿ òàê:

0,

0,

y x

y x

+ >Ï
Ì

+ <Ó
÷òî íåâîçìîæíî.
3. ×èñëà n è k íå ìîãóò áûòü âçàèìíî ïðîñòûìè, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âûïîëíÿëîñü áû ðàâåíñòâî (ñì. çàäà÷ó 3 â òåêñòå ñòà-
òüè) 23 = 10 + k – 2, îòêóäà k = 15, íî òîãäà ÷èñëà n è k íå
âçàèìíî ïðîñòû.
Ïóñòü d > 1 – íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ) ÷èñåë n è

k. Òîãäà 23 = 10 + k – d – 1, k – d = 14. Èìååì: d =

= ÍÎÄ(10, k – d) = ÍÎÄ(10, 14) = 2. Çíà÷èò, 23 = 10 + k –

– 2 – 1, k = 16.
Ñ ïîìîùüþ èçëîæåííîãî â ñòàòüå àëãîðèòìà ñòðîèì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü

õ, õ, õ, ó, õ, õ, õ, õ, õ, ó, õ, õ, õ, ó, õ, õ, õ, õ, õ, ó, õ, õ, õ.

Ñîñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:

13 3 0,

2 8 0.

x y

y x

+ >Ï
Ì

+ <Ó
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,
õ = 7 è ó = –29.
4. Ïîñêîëüêó n + k – d – 1 = 30, òî n + k = 31 + d. Íàèáîëü-
øèé îáùèé äåëèòåëü d íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå 31 äîëæíî äåëèòüñÿ íà d, è òîãäà d = 31, n = k, ÷åãî
íå ìîæåò áûòü.
Åñëè d = 1, òî n + k = 32. Òîãäà ñ ïîìîùüþ ïåðåáîðà ïîëó-

÷èì: max |k – n| = 29 – 3 = 26.

5. Òàêîå ìîæåò áûòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ ( )f x

îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0; 23].
6. Òàêèå ôóíêöèè ñóùåñòâóþò. Íàïðèìåð,

( )

6, 0 1,

180 186, 1 1,1,

12, 1,1 1,9,

180 354, 1,9 2,

6, 2 3,

6, 3 4,

180 726, 4 4,1,

12, 4,1 4,9,

180 894, 4,9 5,

6, 5 6.

x

x x

x

x x

x
f x

x

x x

x

x x

x

- £ <Ï
Ô - £ <Ô
Ô £ <
Ô
- + £ <Ô

Ô- £ <Ô
= Ì

- £ <Ô
Ô - £ <
Ô

£ <Ô
Ô- + £ <
Ô
- £ £ÔÓ

ÑËÎÆÅÍÈÅ ÑÊÎÐÎÑÒÅÉ

1. Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà v/2 è ñîíàïðàâëåíà ñî ñêî-
ðîñòüþ òåïëîâîçà.

2. 1) 1 50 *ì ÷v ª ; 2) 2 29 *ì ÷v = .

3. 1) 
ø

14v v= ; 2) 
2

max

70

2

v

gd
μ = .
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ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
ÈÌ.Ì.Â.ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ

Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. 
1

2
. 2. ) ( )2 1; 1 1;È - + •Î ∪ .

3. 
21

5
- ; 

11

4
- . Óêàçàíèå. ×òîáû ÷èñëà 1 2, ,...,

n
a a a  îáðàçîâû-

âàëè óáûâàþùóþ àðèô-

ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû åå ðàçíîñòü

2 1d a a= -  è íàòóðàëü-
íîå n óäîâëåòâîðÿëè ñè-
ñòåìå d < 0, 1n

a a- =

( )1n d= - , ò.å. 2
m -

6 0m- < , ..., 2
6m m- =

3 4n= - . Îòêóäà ëèáî

( )
2

3 1m - = ,  n = 4,

ëèáî ( )
2

3 4m - = ,

n = 3.

4. ( )6 3 1+ , ( )3 3 3+ . Óêàçàíèå. Òî÷êè L è Ì ëåæàò íà

îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì KN (ðèñ.3). Ïóñòü L¢  – òî÷êà, ñèì-
ìåòðè÷íàÿ òî÷êå L îòíîñèòåëüíî KN, KNL α– = . Òîãäà

15MKN α– = + ∞ , 90LKN L KN α– = – = ∞ -¢ , L KM– =¢

105= ∞ . Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ, L M L A AM= + =¢ ¢

sinKN L KM= ◊ – =¢ ( )6 3 1+ , ïðè÷åì 6L A LA= =¢ ,

3 2AM = .  Ïóñòü KA = x, AN = y. Èìååì 4 3x y+ = ,

6 3xy L A AM= ◊ =¢ . Èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì, ÷òî

3 3 3x = - , 3 3y = + , 3 3AO = - . Èç òðåóãîëüíèêà

ÀÎÌ ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ íàõîäèì, ÷òî 
1

cos
2

MAO– = ,

45MAO– = ∞ , îòêóäà 90LAM– = ∞ . Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

KLMN AKL MAN LAM
S S S S= + + .

5. 
1 1 1 1 1 1
; ; ;

2 4 4 3 3 2
∪ ∪

Ê ˘ È ˆ Ê ˆ
- -Á ˜ Á ˜˙ ÍË ¯ Ë ¯˚ Î

. Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå ðàâíî-

ñèëüíî ñèñòåìå

( ) ( ) ( )2 2
3 1 sin 3 1 1 sin 0,

.
2

a x a a x

ax a
ππ

Ï - - - + =
Ô
Ì

- <Ô
Ó

Åñëè à = 0 èëè 
1

3
a = , ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøå-

íèé. Ïðè 0a π , 
1

3
a π  ïîëó÷àåì ñèñòåìó

sin 0,

,
2

x

x
a

ππ

=Ï
Ô
Ì - <Ô
Ó

èìåþùóþ ðîâíî òðè ðåøåíèÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1
1 2

2 a
< £ .

6. 
35

24
. Óêàçàíèå. Ðàññìîò-

ðèì ñå÷åíèå ñôåðû ïëîñêî-
ñòüþ 

1 2 1 2B B C C  (ðèñ.4).
Ïóñòü Ì – âòîðàÿ òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé, îïè-
ñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ

1 2AB B  è 
2 2EC B . Èç öåïî÷êè

ðàâåíñòâ

2 1 2180AMB AB B– = ∞ - – =

= 1 1 2 1 2 2180C B B C C B– = ∞ - – = 2 2 2180EC B EMB– = ∞ - –

ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà Ì ëåæèò íà îòðåçêå AE. Ïî òåîðåìå î ðà-

âåíñòâå ïðîèçâåäåíèé îòðåçêîâ ñåêóùèõ,

2 2AM AE AB AC◊ = ◊ = ( ) ( ) 2 2
3AO r AO r AO r- + = - =

(çäåñü r = 1 – ðàäèóñ ñôåðû). Òî÷íî òàê æå EM EA◊ =

2 2
8EO r= - = . Îòñþäà ( )2

11AE AE AM EM= + = . Àíàëî-

ãè÷íî ïîëó÷àåì 2
11AF = .

Ãðàíè ÀÎÅ è AOF ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì è èìåþò ïëîùàäü

140

4
S = . Îñòàëîñü íàéòè âûñîòó ãðàíè ÎÅÀ, à çàòåì âûñî-

òó ïèðàìèäû è åå îáúåì.

Âàðèàíò 2

1. ( ) ( )0; 1 1; 2∪ .

2. ( ( ) { } ( ); 2 3 0,3; 2 3 1 2;∪ ∪ ∪
˘-• - - - - + + •˚ .

3. 13. Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî âûñîòà ïèðàìèäû
MABCD ðàâíà ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó âûñîò ïèðàìèä
EABLK è FCDKL.

4. ( )
1

1
4 4

n
n

π π π+

+ - + , ( )
1

1
4 3

n
n

π π
π+

+ - + , n ŒZ . Óêàçàíèå.

Çàìåíîé sin cosy x x= -  ïðèâåäèòå óðàâíåíèå ê âèäó

( ) ( ) ( )2 2
3 1 2 1 1y y y- = - - + .

5. 16 êì. Èçîáðàçèì ãðàôèêè äâèæåíèÿ àâòîìîáèëèñòà
AEFGH (ðèñ.5), âåëîñèïåäèñòà BEJH è ìîòîöèêëèñòà BIF.
Òàê êàê ABF EIFΔ Δ∼ , BEI BJEΔ Δ∼ F è FHJ CHBΔ Δ∼ , òî,
îáîçíà÷èâ KL = x, ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì

24
4

6
AL x x LM= ◊ = = , 

4
6 8

3

x
FJ

x
= ◊ =  è 

8
8 16

4

x
BC

x
= ◊ = .

6. 
2 3 1

15

+
. Ìåäèàíû ÀÌ è

BL äåëÿòñÿ òî÷êîé Î â îòíî-

øåíèè 2:1, ïîýòîìó ïðîåêöèè ýòèõ ìåäèàí – îòðåçêè KL è
NM (ðèñ.6) – äåëÿòñÿ ïðîåêöèÿìè òî÷êè Î â òàêîì æå îòíî-
øåíèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, Î – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ 1n

è 2n , ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îòðåçêàì KL è NM ñîîòâåòñòâåííî
è äåëÿùèõ ýòè îòðåçêè â îò-
íîøåíèè 2:1, ñ÷èòàÿ îò òî÷åê
K è N ñîîòâåòñòâåííî. Íî òà-
êèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò
òî÷êà, ëåæàùàÿ íà îòðåçêå
HO¢  (ãäå O¢  – öåíòð îê-
ðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ) è äåëÿ-
ùàÿ åãî â îòíîøåíèè 2:1, ñ÷è-
òàÿ îò òî÷êè Í. Ñëåäîâàòåëü-
íî, òî÷êà Î ëåæèò íà îòðåçêå
HO¢  è : 2 : 1HO OO =¢ .
Áèññåêòðèñà óãëà À ïåðåñåêà-

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Ðèñ. 7
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åò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òàêîé òî÷êå Ð, ÷òî äóãè ÂÐ è ÐÑ

ðàâíû (ïî òåîðåìå î âïèñàííîì óãëå, ñì. ðèñ.7), ò.å. ðàäèóñ

O P¢  ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó Ì ñòîðîíû ÂÑ. Èç ïîäîáèÿ
òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷àåì : 2 : 1O P AH =¢ , :AH O M =¢

2 : 1 : 4O P O M= fi =¢ ¢ . Òðåóãîëüíèê ÀÂÑ îñòðîóãîëüíûé ïî
óñëîâèþ, ïîýòîìó òî÷êà O¢  ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà, à
òî÷êà Ì – íà ðàäèóñå O P R=¢ . Ïîëîæèì MO C– =¢

BAC α= – = , òîãäà

cos cosO M O C Rα α= ◊ =¢ ¢ ,

îòêóäà

1
4 cos

cos 4

O P R

O M R
α

α
¢

= = fi =
¢

.

Åñëè β  è 30β + ∞  – óãëû Â è Ñ òðåóãîëüíèêà, òî

( )
1

cos cos 150 2
4

α β= = ∞ - .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

( )
1

sin sin 30
2 sin

ABC

BC
S BC β β

α
Ê ˆ

= ◊ ◊ ◊ + ∞ =Á ˜Ë ¯

2 3 1

15

+
.

Âàðèàíò 3

1. 2, 4, 8, 16.
2. { }2; 3 . Óêàçàíèå. Çàìåíà: 2

5 7 0t x x= - + > .
3. –15. Óêàçàíèå. Ïîñêîëüêó êâàäðàòíûé êîðåíü èç íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà ìîæåò áûòü ëèáî öåëûì ÷èñëîì, ëèáî èððàöèî-
íàëüíûì, òî ïðè öåëûõ n ÷èñëî 11 8 1 8n- -  ÿâëÿåòñÿ èëè

öåëûì, èëè èððàöèîíàëüíûì, à ÷èñëî 
2

5 4 13

1

n n

n

+ +

+
 ðàöèî-

íàëüíîå, ò.å. äîëæíî áûòü öåëûì. Ïîñêîëüêó

2
5 4 13 14

5 1
1 1

n n
n

n n

+ +

= - +

+ +

,

÷èñëî n + 1 – äåëèòåëü ÷èñëà 14, ïðè÷åì 1 8 0n- ≥ , îòêóäà
0n £ .

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî n + 1 ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç ñëåäó-
þùèõ çíà÷åíèé: 1± ; –2; –7; –14. Îñòàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé
ïðîâåðêîé óáåäèòüñÿ, ÷òî òîëüêî n = –15 óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ.

4. 
1

4;
4

Ï ¸
Ì ˝
Ó ˛

. Óêàçàíèå. Ïîñëå çàìåíû 2logy x= , t =

( )47 8
cos

45

xπ -
= , 1t £ , èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

( )2 2
9 4 8 8 7 36 0y t t y+ - - + £ ,

ïðè÷åì äèñêðèìèíàíò D ýòîãî êâàäðàòíîãî îòíîñèòåëüíî ó
òðåõ÷ëåíà

( ) ( ) ( )
2

64 1 2 2 1 0
4

D
t t t= + - - £

ïðè 1t £ .
Èòàê, ðåøåíèÿ äàííîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç ñèñòåìû

( )2

0,

2
8 8 7 .

9

D

y t t

=Ï
Ô
Ì

= - - -ÔÓ

5. 
1

4
èëè 

5

4
 (ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ òðåóãîëüíèêà

1 1AB C ).

Ïóñòü Î – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà
ABCD. Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è : 2 : 3AC BD = , à äèà-
ãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà òî÷êîé Î äåëÿòñÿ ïîïîëàì, ïîëîæèì
ÀÎ = ÑÎ = 2à è ÂÎ = DO = 3a . Òîãäà ïëîùàäü ïàðàëëå-
ëîãðàììà ABCD ðàâíà

2
2 3

ABCD
S a= .

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
1 ñëó÷àé (ðèñ.8). Óãîë ÀÎÂ

ðàâåí 30°. Ïî òåîðåìå êîñè-
íóñîâ èç òðåóãîëüíèêà ÀÎÂ,
ÀÂ = à. Ïîñêîëüêó ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

2 2 2
AO AB BO= + , óãîë
ÀÂÎ ïðÿìîé, óãîë ÎÀÂ ðà-
âåí 60°. Òàê êàê òî÷êà 1B

ñèììåòðè÷íà òî÷êå Â îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé ÀÑ, òî 1AB a=  è 1 60CAB– = ∞ .
Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÎ è CDO ñëåäóåò, ÷òî óãîë
CDO ïðÿìîé è òî÷êà 1C  ëåæèò íà ïðÿìîé CD, à òî÷êà D ÿâ-
ëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà 1CC .
Â òðåóãîëüíèêå 1ACC  îòðåçîê OD ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé.

Çíà÷èò, 
1

2 2 3AC OD a= ◊ = , è 1 30CAC COD– = – = ∞ . Óãîë

1 1B AC  ðàâåí ðàçíîñòè óãëîâ 1CAB  è 1CAC , ò.å. ðàâåí 30°.

Èòàê, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 1 1ABC  ðàâíà 
2

3

2

a
, à îòíîøå-

íèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêà

1 1ABC  è ïàðàëëåëîãðàììà

ABCD ðàâíî 
1

4
.

2 ñëó÷àé (ðèñ.9). Óãîë
ÀÎÂ ðàâåí 150°.
Ðàññóæäàÿ, êàê â ïåðâîì
ñëó÷àå, ïîëó÷èòå, ÷òî ïëî-

ùàäü 1 1AB CΔ  ðàâíà 
2

5 3

2

a
,

à îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðå-

óãîëüíèêà 1 1AB C  è ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàâíî 
5

4
.

6. Ïðè ( )
1

; 0 ;
2

a
È ˆ

Œ -• + •˜Í ¯Î
∪  ðåøåíèé íåò;

ïðè 
3 3

0;
4

a
Ê ˆ-

Œ Á ˜
Ë ¯

 äâà ðåøåíèÿ: 1 2
1 2

a
x

a
= ±

-
;

ïðè 
3 3

4
a

-
=  òðè ðåøåíèÿ: 2 3x = +  è 4

1 12x = ± ;

ïðè 
3 3 1

;
4 3

a
Ê ˆ-

Œ Á ˜
Ë ¯

 ÷åòûðå ðåøåíèÿ:

( ) 2
2 1 8 12 3

2 1

a a a
x

a

- ± - + -
=

-
, 1 2

1 2

a
x

a
= ±

-
; ïðè 

1

3
a =

òðè ðåøåíèÿ: õ = –1, õ = 3, õ = 5; ïðè 
1 1
;

3 2
a

Ê ˆ
Œ Á ˜Ë ¯

 äâà ðåøå-

íèÿ: 1 2
1 2

a
x

a
= -

-
, 

( ) 2
2 1 8 12 3

2 1

a a a
x

a

- - - + -
=

-
.

Óêàçàíèå. Ïåðåïèøåì äàííîå óðàâíåíèå â âèäå ( ) ( )f u f v= ,
ãäå ( ) sinf t t t= - :

3 6 4u x a= - + - , ( ) ( )2
1 2 3 4v a x a x= - - - .

Ôóíêöèÿ ( )f t  ñòðîãî âîçðàñòàåò. Â ñàìîì äåëå, äëÿ 
1 2t t<

èìååì

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1
sin sin 0f t f t t t t t- = - - - > ,

òàê êàê
2 1 2 1

2 1
sin sin 2sin cos

2 2

t t t t
t t

- +
- = £

2 1 2 1 2 1
2 sin cos 2 sin

2 2 2

t t t t t t- + -
£ £ < 2 1

2 1
2

2

t t
t t

-
= -

â ñèëó íåðàâåíñòâà sinα α<  ïðè 0α π .
Îòñþäà ïîëó÷àåì

( ) ( )f u f v u v= ¤ = ,

Ðèñ. 9

Ðèñ. 8
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ò.å.

( ) ( )2
2 1 4 3 3 6 4 0a x a x x a- - - + - + - = .

Èòàê, çàäà÷à ñâåëàñü ê ðåøåíèþ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
à ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Âàðèàíò 4

1. R. 2. ( ] [ )
3 31 23 1

3; 2 ; 2; 5
2 2

È ˘- -
- - Í ˙

Í ˙Î ˚
∪ ∪ .

3. 
15

2
16

k
π

π+ , k ŒZ . Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê

âèäó

5
sin 3 1,5

sin 3 sin 8 2 16
16

sin 8 1.

x
x x

x

π
π

Ï Ê ˆ
- =ÔÊ ˆ Á ˜Ë ¯- - = ¤ ÌÁ ˜Ë ¯ Ô = -Ó

4. 65:144.  Óêàçàíèå. Ïóñòü Å – òî÷êà, â êîòîðîé îêðóæíîñòü
ñ öåíòðîì N êàñàåòñÿ ïðÿìîé ÂÎ, D – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìûõ ÎÌ è ÀÂ

(ðèñ.10). Äîêàæèòå, ÷òî
òðåóãîëüíèêè OEN è
BDO ðàâíû.
Òîãäà, åñëè 1MB r= ,

2NE r= , ON = a, OM =

= b, òî â òðåóãîëüíèêå
OBD èìååì ÎÂ = à,

2OD r= .
Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåó-
ãîëüíèêà ÎÂÌ ïîëó÷àåì

2 2

1
r b a= - , à èç ïîäî-

áèÿ òðåóãîëüíèêîâ OBD è ÎÌÂ ñëåäóåò ðàâåíñòâî

OB OD

OM OB
= , ò.å. 2

a r

b a
= .

Îòñþäà èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî

2

1

2

2

1
r b b

r a a
= - .

5. Ïðè 
5

;
4

a
Ê ˆ

Œ -• -Á ˜Ë ¯
 îäíî ðåøåíèå; ïðè 

5

4
a = -  äâà ðåøå-

íèÿ; ïðè 
5
; 1

4
a

Ê ˆ
Œ - -Á ˜Ë ¯

 òðè ðåøåíèÿ; ïðè )1; 1 2a ÈŒ - -Î  äâà

ðåøåíèÿ; ïðè 1 2a = -  îäíî ðåøåíèå; ïðè ( )1 2; 5a Œ -

äâà ðåøåíèÿ; ïðè [ )5;a Œ + •  îäíî ðåøåíèå.

Óêàçàíèå. Âûïîëíèâ çàìåíó 2
x

t
-= , t > 0, ïîëó÷èì

( ) ( )4 3 2 2
2 8 4 2 4 5 0t t a t a t a a- - + + - - + + = .

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå êàê
êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ìåííîé à:

( )2 2
2 4a t t a+ + - -

4 3 2
2 8 4 5 0t t t t- + + - - = .

Åãî äèñêðèìèíàíò ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîþ ïîëíûé êâàäðàò:

( )
2

2
9 2D t= - ,

ïîýòîìó ëèáî 2
1a t t= - - ,

ëèáî 2
2 5a t t= - - + . Äëÿ òîãî

÷òîáû ïîëó÷èòü îòâåò, äîñòà-
òî÷íî èçó÷èòü âçàèìíîå ðàñïî-
ëîæåíèå ãðàôèêîâ ïîëó÷åííûõ
êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ íà
ïëîñêîñòè ( );t a  â îáëàñòè t >
> 0 (ðèñ.11). Ïðè ýòîì íàì èí-

òåðåñíû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ñ îñüþ îðäèíàò

( )0; 1A - , ( )0; 5B , âåðøèíà ïåðâîé ïàðàáîëû 
1 5
;

2 4
C
Ê ˆ

-Á ˜Ë ¯
, à

òàêæå îáùàÿ òî÷êà ïàðàáîë ( )2; 1 2D - .

Ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåííûìè õ è t, çàäàâàåìàÿ
ðàâåíñòâîì 2

x
t

-= , âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ, èñõîäíàÿ çàäà÷à
ïðè êàæäîì çíà÷åíèè à èìååò ñòîëüêî ðåøåíèé, ñêîëüêî îá-
ùèõ òî÷åê ñ ïàðàáîëàìè â îáëàñòè t > 0 èìååò ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ
îñè àáñöèññ.
6. 1 : 2. Óêàçàíèå. Ïëîñ-
êîñòü P  ïåðåñåêàåò ïëîñ-
êîñòü îñíîâàíèÿ ABCD ïî
ïðÿìîé KN (ðèñ.12). Ïóñòü
BC = DK = a, AK = b. Òàê
êàê AD > BC, ïðÿìàÿ KN

ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ ÂÑ â
òî÷êå Å, ëåæàùåé íà ïðî-
äîëæåíèè îòðåçêà ÂÑ çà òî÷êó Ñ. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà Ì
ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè Ñ è 

1C  (ðèñ.13). Òàê êàê KN > DN,
òî NDK NKD– > – . Â
ðàâíîáîêîé òðàïåöèè

BAD ADC– = – , ïîýòîìó
BAK AKN π– + – > . Ñëå-

äîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ KN ïå-
ðåñåêàåò ïðÿìóþ ÀÂ â íå-
êîòîðîé òî÷êå F, ëåæàùåé
íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà
ÀÂ çà òî÷êó À. Ïîýòîìó
òî÷êà L ëåæèò ìåæäó òî÷-
êàìè À è 1A . Òàêèì îáðà-
çîì, ïëîñêîñòü P  îòñåêàåò
îò ïðèçìû 1 1 1 1ABCDA B C D

øåñòèãðàííèê 1ABCNKLB M , ãðàíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
äâà ïÿòèóãîëüíèêà ABCNK è 1LB MNK  ñ îáùèì ðåáðîì KN,
äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà ALK è CMN, äâå ïðÿìîó-
ãîëüíûå òðàïåöèè 1ABB L  è 1CBB M .
Ïóñòü âûñîòà òðàïåöèè ABCD ðàâíà h, à äëèíà áîêîâîãî ðåá-
ðà ïðÿìîé ïðèçìû (ò.å. åå âûñîòà) ðàâíà l. Âûðàçèòå ÷åðåç a,
b, h è l îáúåìû ïðèçìû è ìíîãîãðàííèêà 

1ABCNKLB M , çà-
ìåòèâ, ÷òî ýòîò ìíîãîãðàííèê ïîëó÷àåòñÿ èç òðåóãîëüíîé ïè-
ðàìèäû 

1B BEF  «îòðåçàíèåì» òðåóãîëüíûõ ïèðàìèä LAKF è
MCEN. Çàòåì çàïèøèòå îòíîøåíèå îáúåìîâ è ïîëó÷èòå ïîñëå
óïðîùåíèé, ÷òî

( ) ( )2 2
35 36 0 35 36 0a ab b a b a b+ - = ¤ - + = ,

îòêóäà a = b.

Âàðèàíò 5

1. ( )
1

1 arcsin
4 3

n
n

π π+ - + , n ŒZ . 2. 
1 5 1 5

; 0 1;
2 2

∪

Ê ˆ Ê ˆ- +
Á ˜ Á ˜
Ë ¯ Ë ¯

.

3. ( ) ( ) ( ) ( )5; 2 1; 0 0; 1 2; 5∪ ∪ ∪- - - . 4. 6 : 11.

5. 
5 3
;

2 2

Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

, 
2 2

7 1
log 3; log 3

2 2

Ê ˆ
- +Á ˜Ë ¯

.

6. 35/2. Óêàçàíèå. Äîêàæè-
òå, ÷òî áîëüøàÿ îêðóæíîñòü
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè À è Ñ
(ðèñ.14), ïðè÷åì ABC– =

2

α β+
= , ãäå 2 1 3O O Oα = – ,

1 2 3O O Oβ = – , òàê ÷òî

3

2sin
2

AC
O A γ= =

7

2cos
2

α β+
.

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

Ðèñ. 13

Ðèñ. 14



7. x > 0 ïðè à = 0, 
2

3 9 4

2

a a
x

+ +
=  ïðè 0a π . Óêàçàíèå.

Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

( )2 2

2 2
log 3 log 0x a x- - = .

8. 
3 2

arccos arctg
313

= . Óêàçàíèå. Ïóñòü èñêîìûé äâóãðàí-

íûé óãîë ðàâåí ϕ , òîãäà cos
KLM ABC

S SΔ Δϕ = . Ïîëîæèâ

ÂÑ = 3à, âû÷èñëèòå ïëîùàäü ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà
KLM (KL = LM).

Âàðèàíò 6

1. ( )2 1
12

n
π

+ , ( )2 1
2

n
π

+ , n ŒZ . 2. ( ) ( )5; 1 3; 7- - ∪ .

3. ( )2; 1 2- - + .   4. 3 24- + .     5. 
1 13 5 13

;
2 4

Ê ˆ+ - +
Á ˜
Ë ¯

.

6. 96. Óêàçàíèå. Ïóñòü DH – âûñîòà òðàïåöèè, À – îñíîâà-

íèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Â íà DE (ðèñ.15).
Ïîëüçóÿñü ïîäîáèåì òðåó-
ãîëüíèêîâ MAN è BAE, ïî-
ëó÷èòå, ÷òî

2

7
AN AE= , 

7

10
AE DE= .

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ
DHE è ÂÀÅ ñëåäóåò, ÷òî

56
AE

DE
= .

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî DE =

80= . Íàêîíåö,  2 2
8DH DE HE= - = . Äàëüíåéøåå ÿñíî.

7.
13 3 11 1

; ;
30 10 30 2

∪

È ˆ Ê ˘
- - ˜ ÁÍ ˙¯ ËÎ ˚

. Óêàçàíèå. Ïîñêîëüêó õ = 0 è x = 5π

– êîðíè äàííîãî óðàâíåíèÿ, íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ

à óðàâíåíèå sin 3 1 0ax + =  èìååò ðîâíî 3 êîðíÿ íà èíòåðâàëå
( )0; 5π . Ðàññìîòðèòå îòäåëüíî ñëó÷àè a > 0 è a < 0.

8. 
14

3
. Èñêîìîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó L è ïåðå-

ñåêàþùåé ïðÿìûå ÌÐ è KE, ÿâëÿåòñÿ ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ

ïëîñêîñòåé LMP è LKE.
Ïî óñëîâèþ LN KE� ,
ïîýòîìó ïðÿìàÿ LN òàêæå
ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè
LKE (ðèñ.16).
Ïëîñêîñòü LNKE ïåðåñå-
êàåò ïèðàìèäó SLMN ïî

NKLΔ , â êîòîðîì NK –
ìåäèàíà SMNΔ  (òî÷êà K
– ñåðåäèíà ðåáðà SM).
Ïëîñêîñòü LMP ïåðåñåêà-
åò ãðàíü SMN ïî äðóãîé
ìåäèàíå ÌÐ. Ïóñòü À –
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

SMNΔ  (À ïðèíàäëåæèò
è òðåòüåé ìåäèàíå – àïîôåìå SF) LAfi  – èñêîìàÿ ïðÿìàÿ,
ïåðåñåêàþùàÿ ïðÿìóþ KE â òî÷êå Â.

Äàëåå: KAB NALΔ Δ∼ , 
1

2

KA

AN
=  (ïî ñâîéñòâó ìåäèàíû

NK) 
1 1

2 2

AB
AB LA

LA
fi = fi = .  Ïî óñëîâèþ LM = 2, SL = 6,

òîãäà LA íàõîäèì â èçâåñòíîì 
1

:
3

SFL AF SFΔ = =

2 21 1
35

3 3
SN FN= - =  (SF – ìåäèàíà SMNΔ ), 3LF = ,

1
cos

3 35
SFL– =

◊
 (ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ â SFLΔ ) fi

2 14

3
LAfi = (ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ â AFLΔ ) 14 3ABfi = .

Âàðèàíò 7

1. 2; 3 .  2. ( )2 1
6

n
π

+ , n ŒZ .  3. ( )1; 3 . 4. ( )2 ,a a , ( )2 ,a a- - .

5. 2 èëè 4. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ
ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè D íà îêðóæíîñòè (ìåæäó À è Â, ìåæäó
Â è Ñ è ìåæäó Ñ è À).
6. ( )54; 60 , ( )54; 63 , ( )55; 60 , ( )56; 63 . Óêàçàíèå. Ïîñêîëüêó

5l k- ≥  è 119k l+ £ , ïîëó÷èì, ÷òî 57k £ . Îñòàëîñü ðàñ-
ñìîòðåòü ñëó÷àè k = 54, k = 55, k = 56, k = 57.

7. 12:13, 220 : 1911. Ïóñòü 1SD
x

SD
= , à 1

SABCD
V = . Òîãäà

1

2
SABC SBCD SCDA SDABV V V V= = = = ,

1 1 1

3 2 4 3 2 4 1

7 7 9 7 7 9 2
SA B C SABCV V= ◊ ◊ = ◊ ◊ ◊ ,

1 1 1

2 4 2 4 1

7 9 7 9 2
SB C D SBCDV x V x= ◊ ◊ ◊ = ◊ ◊ ◊ ,

1 1 1

4 3 4 3 1

9 7 9 7 2
SC D A SCDAV x V x= ◊ ◊ = ◊ ◊ ◊ ,

1 1 1

3 2 3 2 1

7 7 7 7 2
SD A B SDABV x V x= ◊ ◊ = ◊ ◊ ◊ .

Èìååì

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1SA B C SC D A SA B C D SB C D SD A BV V V V V+ = = + ,

îòêóäà
1 3 4 2 1 2 4 3

2 7 9 7 2 7 9 7
x x

Ê ˆ Ê ˆ
◊ ◊ + = ◊ ◊ +Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ ,

ò.å. 
12

13
x = , 

1 1 1 1

220

1911
SA B C DV = .

Âàðèàíò 8

1. ( ] ( ) [ ); 1 1; 2 4;-• - + •∪ ∪ . 2. nπ , n ŒZ .

3. 

7
2

3
5 ;

Ê ˆ
Á ˜+ •
Á ˜Ë ¯

. 4. 14/3.

5. 
2

2
11

. Óêàçàíèå. Ïóñòü D – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé

ïëîñêîñòè ñ ïðÿìîé 1E E . Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû ADEF,

ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ADF, à çàòåì âûñîòó ïèðàìèäû ADF,
îïóùåííóþ èç âåðøèíû Å.

6. ( )1; 2 , ( )1; 2- - , 
7 4

;

31 31

Ê ˆ
±Á ˜Ë ¯

∓ .

Óêàçàíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå òàê: ( ) 2
( )f x A Bg x+ = , ãäå

( ) cosf x x= , 2 2
3A a ab b= - + - , 2 2

4 4 2B a b ab= - - + ,

( ) ( )1 2
x

g x x= + ◊ .

Ôóíêöèÿ cos x  ÷åòíàÿ, à ( )g x  òàêîâà, ÷òî ( ) ( )g x g xπ -

ïðè ëþáîì x > 0. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ, îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ðåøåíèå ñèñòåìà

( ) ( )

( ) ( )

2

2

,

,

f x A Bg x

f x A Bg x

Ï + =Ô
Ì

- + = -ÔÓ

Íî òîãäà ( ) ( )( ) 0B g x g x- - = , ò.å. Â = 0, à çíà÷èò, è À = 0.
Îñòàëîñü ðåøèòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî à è b.

Âàðèàíò 9

1. 
3 13

2

±
. 2. ( )2 1

2
n

π
+ , ( )2 1

10
n

π
+ , n ŒZ .

3. 
15

2
2

. 4. ( ) 2

9 13
; 0 log ;

2
∪

È ˆ+
-• + •Í ˜

¯Î
.

Ðèñ. 15

Ðèñ. 16

Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 55

.
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Âàðèàíò 11

1. { } { } ( )2 2 3;∪ ∪- + • . 2. ( )6 1
3

n
π

± , n ŒZ .

3. à) 60 êì; á) 195/2 êì. Óêàçàíèå. Ïóñòü 1l  – äëèíà ïåðâîé

äîðîãè, 2l  – äëèíà âòîðîé äîðîãè, s – ðàññòîÿíèå îò À äî ïå-
ðåïðàâû. Òîãäà

1

1 2

2 1

1
,

60 2 20

1 1
,

60 60 4 2 20

1 1
.

60 60 2 2

l ss

l s l s

l l

-Ï
+ ≥Ô

Ô
-Ô

+ + = +Ì
Ô
Ô

= + +Ô
Ó

à) Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî 2 1l l- = 60 êì.
á) Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâî ñî âòîðûì óðàâíåíèåì, ïîëó÷èì

2 1
1

60 4 30

l l
+ ≥ ,

à ñ ó÷åòîì òðåòüåãî óðàâíåíèÿ èìååì 
1 75l £ .

Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå äàåò åùå îäíî óðàâíåíèå:

1 1

2 20 2 60

s s
t+ = + + ,

ò.å. 
30

s
t = , ãäå t – âðåìÿ, çàòðà÷åííîå àâòîìîáèëåì íà ïóòü

îò ïåðåïðàâû äî ïóíêòà Â è îáðàòíî, ïëþñ âðåìÿ îæèäàíèÿ

èì ïàðîìà. Ïîñêîëüêó àâòîìîáèëü îòïðàâèëñÿ â B îò ïåðå-
ïðàâû îäíîâðåìåííî ñ îòïëûòèåì ïàðîìà, à ïàðîì ïîÿâëÿåòñÿ
íà áåðåãó ÷åðåç êàæäûé ÷àñ, òî t – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå

ìåíüøåå ÷åì 1 1 1
75 5

2
60 30 30 30 2

l s l s l- -
= < £ =  è áëèæàéøåå ê

ýòîìó ÷èñëó, ò.å. 3t £ . Óáåäèòåñü, ÷òî 3t π , 2t π . Îñòàåò-

ñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü t = 1, íî òîãäà s = 30. Îñòàëîñü
íàéòè 2l , ïîëüçóÿñü âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû è ðåçóëüòà-
òîì ïóíêòà à.

4. à) 12; á) 
5

2
. Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî KLMN – ïàðàëëå-

ëîãðàìì, à || ||AB NL CD , òàê ÷òî ABCD – òðàïåöèÿ ñ îñíî-

âàíèÿìè ,AB CD  è ñðåäíåé ëèíèåé LN.
5. 2, 16/3. Óêàçàíèå. Çàìåòèì, ÷òî 1 1t a a t- + + - ≥  ïðè
ëþáîì t, ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè 1a t a£ £ + .
Ïîýòîìó äàííàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà òàêîé:

1 1,

1 1,

2 5 6.

x a a x

y a a y

y x

- + + - =Ï
Ô

- + + - =Ì
Ô + - =Ó

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìà

1,

5 6
5

2 2

a x a

a a
x

£ £ +Ï
Ô

- -Ì
£ - £ÔÓ

Ðàññìîòðèòå ñëó÷àè 5 6a£ £  è a < 5.

6. 30103. Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ( )10 1
2 2 1

n

n
a

-= - , òàê ÷òî
100000 10

99991
2 2a = - .

×èñëî öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñîâïà-
äàåò ñ ÷èñëîì [ ]lg 1n + . Îöåíèòå [ ]99991

lg a .

Âàðèàíò 12

1. )5; 2È-Î . 2. –1; 1/2. 3. { } [ ]21 0; 21- ∪ .   4. arctg 3 ; 10.

5. [ )1; 2 . 6. 
1

9
, m = 3.

7. 
3

2 ; 2
4 4

m k
π π

π πÊ ˆ
+ +Á ˜Ë ¯

, 2 ; 2
4 4

m k
π ππ πÊ ˆ

- + +Á ˜Ë ¯
, ,k m ŒZ .

Óêàçàíèå. Èç ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî sin cosx y= - , ò.å. ëèáî

3
2

2
x y n

π
π+ = + , ÷òî íåâîçìîæíî, ëèáî 

3
2

2
x y n

π
π- = + . Òå-

ïåðü èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì 2 cos sin 2y y= .

8. 1. Óêàçàíèå. Ïëîñêîñòü ABC ïåðåñåêàåò ñôåðó ïî îêðóæ-
íîñòè, âïèñàííîé â ABCΔ .
Ïóñòü D – ñåðåäèíà ðåáðà
BC, à K – òî÷êà êàñàíèÿ
ðåáðà AC ñî ñôåðîé.
Ïîñêîëüêó SAD – ïëîñ-
êîñòü ñèììåòðèè äàííîé
ïèðàìèäû, öåíòð øàðà Î
ïðèíàäëåæèò ýòîé ïëîñêî-
ñòè. Òàêèì îáðàçîì, èñêî-
ìûì ðàäèóñîì øàðà ÿâëÿ-
åòñÿ ðàäèóñ R îêðóæíîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè D,
K è Å (ðèñ.17).
Äàëåå âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî 2

AK AE AD= ◊ , è íàéäèòå
SD KS= , óãîë α  è OD.

Âàðèàíò 13

1. ( ]
9

; 5 ;
7

È ˆ
-• - + •˜Í ¯Î

∪ . 2. ( )1
18 3

n nπ π
- + , n ŒZ .

3. –4. Óêàçàíèå. Ïðèâåäèòå óðàâíåíèå ê âèäó

( ) ( )
4 4

2 2 24 4 2 5 2 1

x x

x x

+ +
Ê ˆ Ê ˆ

+ + = - + -
Á ˜ Á ˜

Ë ¯ Ë ¯

.

Ïðè õ = –4 ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, à ïðè 4x π -  ëåâàÿ è
ïðàâàÿ ÷àñòè èìåþò ðàçíûå çíàêè.

4. à) 6; á) 3 5 . Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè À, Â è Í ëå-

æàò íà îäíîé ïðÿìîé.
5. 58,5 ìèí.

6. à) ( )1; 3± ; á) 
2

0
12

x
y< <  ïðè x > 0 è 

2

0
12

x
y- < <  ïðè

x < 0.

Âàðèàíò 14

1. 
1

3
. 2. 

5 3
;

4 2

Ï ¸
Ì ˝
Ó ˛

. Óêàçàíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî

ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

( )( )2 2

3
sin 4 1 log 11 4 7 0x x xπ ◊ - - - £ .

3. 9/2. Ïî ñâîéñòâó îòðåçêîâ ñåêóùèõ (ðèñ.18), AC PC◊ =
BC QC= ◊ , îòêóäà PC = QC. Ñëåäîâàòåëüíî, PQ AB� , ïî-

.

5. ( )
3

5 1
2

- . Óêàçàíèå. Ïóñòü õ – áîêîâîå ðåáðî, α  – óãîë

íàêëîíà åãî ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû, R – ðàäèóñ

âïèñàííîãî øàðà. Ïðîâåäÿ ñå÷åíèå ïèðàìèäû ÷åðåç áîêîâîå
ðåáðî è âûñîòó, íàéäèòå èç òåîðåìû ñèíóñîâ äëÿ ïîëó÷åííîãî
â ñå÷åíèè òðåóãîëüíèêà, ÷òî 2 3x = . Ðàäèóñ âïèñàííîãî
øàðà ðàâåí ðàäèóñó îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê,
ÿâëÿþùèéñÿ ñå÷åíèåì ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç åå àïîôåìó è âûñîòó.

Âàðèàíò 10

1. max 9y = , min

9

8
y = - . 2. 

1

2
- . 3. –4.

4. 
2

3
log ; 1

2

Ê ˘
Á ˙Ë ˚

. 5. 0, 3 4π . 6. 8, 2 , 7 2 .

7. ( )2; 8- - . Óêàçàíèå. Àáñöèññà 0x  öåíòðà ñèììåòðèè ãðà-

ôèêà ôóíêöèè äîëæíà áûòü öåíòðîì ñèììåòðèè åå îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, öåíòðîì ñèììåòðèè ìîæåò áûòü
òîëüêî òî÷êà ( )( )0 0

,x y x , ÷òî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü.

Ðèñ. 17

.



Ðèñ.19

Ðèñ.20

ýòîìó APQB – ðàâíîáîêàÿ òðàïå-
öèÿ. Èç ïîäîáèé CPQ CABΔ Δ∼  è

PQD BADΔ Δ∼  ñëåäóåò ðàâåíñòâî

1

3

CQ PQ QD AQ AD

CB AB AD AD

-
= = = = .

Îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíè-
êîâ PBQ è PCQ ðàâíî

1 2
PQB

PCQ

S BQ BC

S CQ CQ
= = - = ,

òàê ÷òî 2 6
PQB PCQ

S S= ◊ = .
Àíàëîãè÷íî,

3

4

QDB

PQB

S

S
= ,

ïîýòîìó 
3 9

4 2
QBD PQBS S= ◊ = .

4. ( ]
5
; 2 2; 3

2

Ê ˆ
- -Á ˜Ë ¯

∪ .

5. 17100 ðóáëåé. Ïóñòü õ – êîëè÷åñòâî ïåðåâîçèìûõ äæèïîâ,

ó – êîëè÷åñòâî ãðóçîâèêîâ. Òîãäà

3 5 109,

6
,

5

x y

x
y

+ £Ï
Ô
Ì

≥ÔÓ

ãäå ,x y ŒN . Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìóì ôóíêöèè
6 7s x y= + .

Ïîñêîëüêó 
7

6

s y
x

-
= , ïðåîáðàçóåì èñõîäíóþ ñèñòåìó:

7
3 5 109,

2186
.

6 7 12 3

5 6

s y
y

s s
y

s y
y

-Ï
+ £Ô -Ô

¤ £ £Ì
-Ô ≥

ÔÓ

Îòñþäà 174,4s £ , ò.å. 174s £ .

Ïðè s = 174 èç íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì 
1 2

14 14
2 3

y£ £ , ò.å. öå-

ëûõ ðåøåíèé íåò. Òîò æå ðåçóëüòàò äàåò ïðîâåðêà äëÿ s =

=173, s = 172. Íàêîíåö, äëÿ s = 171 àíàëîãè÷íûå ðàññóæäå-

íèÿ ïðèâîäÿò ê öåëûì ÷èñëàì ó = 15 è 
171 105

11
6

x
-

= = .

6. –14. Èç íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è
ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïîëó÷àåì

2 22 2
16 sin 9ctg

7 7

x x
+ =

2

2

2 9
16 sin 9

27
sin

7

x

x
= + - 2

2

2 9
2 16 sin 9 15

27
sin

7

x

x
≥ ◊ - = .

Ðàâåíñòâî çäåñü äîñòèãàåòñÿ ïðè óñëîâèè

2 2

2

2 9 2 3
16sin sin

27 7 4
sin

7

x x

x
= ¤ = .               (*)

Òàêèì îáðàçîì,

2 2 2 22 2
4 sin 16 sin 9ctg 4 sin 15

7 7

x x
w y y= - - £ - .

Ðàññìîòðèì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðè 0y π . Ïîñëå äå-
ëåíèÿ íà 2 2

yπ  è çàìåíû sin 3t x= , 1t £ , èìååì

( )
2

2

2 2

1 72
2 1 0g t t t

y

π
π

Ê ˆ +
∫ + + + =Á ˜Ë ¯

.

Ïîñêîëüêó âåðøèíà ïàðàáîëû – ãðàôèêà ( )g t  – èìååò àáñ-

öèññó 
0 2

1
1 1t

y

Ê ˆ
= - + < -Á ˜Ë ¯

,  óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíÿ

( )g t  íà îòðåçêå [ ]1; 1-  (åäèíñòâåííîãî íà ýòîì ìíîæåñòâå)

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

( )

( )

1 0,

1 0

g

g

- £ÏÔ
Ì

≥ÔÓ

è ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ 
6

y
π

£ .

Òîãäà 2
4 sin 1y £ , ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè 

6
y

π
= ,

è ïîëó÷åííàÿ âûøå îöåíêà äëÿ w äàåò max 14w £ - .

Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ìàêñèìóì ðàâåí –14. Ïðè 
6

y
π

= ±  êâàä-

ðàòíûé òðåõ÷ëåí

( ) ( ) ( )
2

2

72
1 1g t t t

π
= + + +

èìååò êîðåíü t = –1. Îòñþäà

2
sin 3 1

6 3

k
x x

π π
= - ¤ = - + , k ŒZ .

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñðåäè íàéäåííûõ çíà÷åíèé õ åñòü òà-
êèå, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (*). Íàïðèìåð,

åñëè k = 2, òî 
7

6
x

π
*
= .

7. 1/6. Öåíòð Î ïÿòîãî øàðà ðàâíîóäàëåí îò öåíòðîâ øàðîâ,
êàñàþùèõñÿ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû SABC ñ âåðøèíîé S
è, ñëåäîâàòåëüíî, ëåæèò íà
âûñîòå SH ýòîé ïèðàìèäû.
Ïóñòü D – ñåðåäèíà ÂÑ, Å –
òî÷êà êàñàíèÿ øàðà è áîêîâîé
ãðàíè SBC. Â òî÷êå Í ïåðåñå-
êàþòñÿ ìåäèàíû ðàâíîñòîðîí-
íåãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ – îñ-
íîâàíèÿ ïèðàìèäû (ðèñ.19),
ïîýòîìó

1 1 5
sin

3 3 3 2
HD AD a

π
= = = .

Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå SAD

(ðèñ.20). Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1O  è 2O  öåíòðû øàðîâ, êàñàþ-
ùèõñÿ îñíîâàíèÿ è áîêîâîé ãðàíè ñîîòâåòñòâåííî. Èç ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà SHD

2 2 3 5

4
SD SH HD= + = .

Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è,
2 5

3 2
ED SD= = , îòêóäà

HD = ED. Ïîýòîìó ïðÿ-

ìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè

1O HD  è 2O ED  ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, 1 2O DH O DE– = – ,

1 2O D O D=  è ðàâíû òðåóãîëüíèêè 
1OO D  è 

2OO D . Çíà÷èò,

1 2O DO O DO– = – . Íî òîãäà HDO EDO– = – , è ìû ïîëó÷à-
åì ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ OHD è OED (ïî äâóì ñòîðîíàì
è óãëó). Îòñþäà ñëåäóåò OE SD^ , òàê ÷òî òî÷êè Î, 2O  è Å
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Òåïåðü ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû OD â òðåóãîëüíèêå SHD

èìååì

3

2

SO SD

OH HD
= = , îòêóäà 

2 1

5 2
OH SH= = .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÎÍ = 3r. Ïîýòîìó r = 1/6.

Âàðèàíò 15

1. [ ) ( )0; 1 1; + •∪ . 2. 2 ;
4

n
π π+ , n ŒZ .

3. ( ) ( )26; 6 ; 9; 29- - . Óêàçàíèå. Ïîñëå çàìåíû 3
1u x= + ,

Ðèñ. 18
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3 2v y= -  ïåðåõîäèì ê ñèñòåìå

3 3

1,

19.

u v

u v

+ =ÏÔ
Ì

+ =ÔÓ
4. 32.
5. 8 ÷ 15 ìèí. Çàíóìåðóåì ÷åòûðå ïîçèöèè òàáëî ñëåâà íàïðà-
âî. Â ïåðâîé ïîçèöèè öèôðà 3 íå ïîÿâëÿåòñÿ íèêîãäà. Âî âòî-
ðîé ïîçèöèè öèôðà 4 ïðèñóòñòâóåò â òå÷åíèå òðåõ ïîëíûõ ÷à-
ñîâ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ 03:00, 13:00 è 23:00. Îñòàåòñÿ 21 ÷àñ, â
òå÷åíèå êàæäîãî èç êîòîðûõ öèôðà 3 ïî îäíîìó ðàçó çàíèìà-
åò òðåòüþ ïîçèöèþ òàáëî â òå÷åíèå 10 ìèíóò, à â òå÷åíèå îñ-
òàëüíûõ 50 ìèíóò êàæäîãî ÷àñà 5 ðàç ðîâíî ïî 1 ìèíóòå çàíè-
ìàåò ïîñëåäíþþ, ÷åòâåðòóþ, ïîçèöèþ òàáëî. Â ðåçóëüòàòå îá-
ùåå âðåìÿ ïðèñóòñòâèÿ öèôðû 3 íà òàáëî ðàâíî
3 ÷ 21 10 ì,… 21 5 1 ì,… 8 ÷ 15 ì,…+ ¥ + ¥ ¥ = .
6. ( )9; 9 . Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

42
2

2 3
m k

k
= + -

+
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî 2k + 3 – äåëèòåëü 42. Òàê ÷òî çíàìåíà-
òåëü ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî òðè çíà÷åíèÿ: 3, 7, 21.
7. 10. Ïóñòü 2cosx t= , 4 siny t= . Òîãäà âûðàæåíèå u =

= 3x – 2y ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

3 4
6 cos 8 sin 10 cos sin

5 5
u t t t t

Ê ˆ
= - = - =Á ˜Ë ¯

( )10sin tϕ - ,

ãäå 
3

arcsin
5

ϕ = .

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå u ðàâíî 10, îíî äîñòèãàåòñÿ, íàïðè-

ìåð, ïðè 
2

t
πϕ= - .

8. [ ] ( ]4; 1 3; 4- ∪ . Åñëè p > 2, òî èç èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà ïî-

ëó÷àåòñÿ ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî

( )1 3 0p x p- + - > .

Ïî óñëîâèþ îíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ 0x ≥ , â ÷à-
ñòíîñòè ïðè õ = 0. Îòñþäà p > 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿñíî,
÷òî ïðè p > 3 íåðàâåíñòâî äåéñòâèòåëüíî ñïðàâåäëèâî äëÿ
âñåõ 0x ≥ . Òàêèì îáðàçîì, 3 4p< £ .
Î÷åâèäíî, ïðè ð = 2 èñõîäíîå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíåíî íè
äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé õ.
Ïðè p < 2  íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä ( )1 3 0p x p- + - < .
Åñëè p >1, ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ( ) ( )1 3f x p x p= - + -  âîçðàñ-
òàåò, ïîýòîìó äëÿ âñåõ 0x ≥  íåðàâåíñòâî ( ) 0f x <  âûïîë-
íÿòüñÿ íå ìîæåò. Åñëè ð = 1, òî ( ) 3 2 0f x p= - = - <  äëÿ
âñåõ õ, â òîì ÷èñëå è äëÿ 0x ≥ .
Íàêîíåö, äëÿ p < 1 ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ( ) ( )1 3f x p x p= - + -
óáûâàåò è ïðè õ = 0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ( )0 3 0f p= - < .
Çíà÷èò, ïðè 0x ≥  íåðàâåíñòâî òåì áîëåå âûïîëíÿåòñÿ.

Âàðèàíò 16

1. ( )2log 6 37+ . 2. [ ) ( ] ( )1; 2 5; 6 8;- + •∪ ∪ .

3. 
2

n
π

π+ , 
5

2
6

n
π

π+ , n ŒZ ; 
5

6

π
.

4. 
5

arcsin
6

; 
225

16 11
. 5. 0; 1.

Âàðèàíò 17

1. ( ); 5-• - . 2. , , ,
2

n k n k
ππ π- + ŒZ .

3. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0;0;0 ; 2;2;2 ; 2; 2; 2 ; 2;2; 2 ; 2; 2;2- - - - - - .

Óêàçàíèå. Âû÷èòàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû èç âòîðîãî, à
çàòåì èç òðåòüåãî, ïåðåõîäèì ê ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå

2 2

2 2

2 2

,

0,

0.

x y xyz

z x

z y

Ï + =
ÔÔ

- =Ì
Ô

- =ÔÓ

4. ( )2log 8 63± . Óêàçàíèå. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ââåäèòå

íîâóþ ïåðåìåííóþ ( )2

2log 2 1
x

t x= + - .

5. 
( )

( )

3 3 2 3 6

7 6 3 1

π

π

+ - -

- +
.

6. 
4201 601

3600 30
± . Óêàçàíèå. Äàííàÿ ñèñòåìà ïðåîáðàçóåòñÿ ê

âèäó
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

2 2

22

1 2 25,

1 144,

1 1 2 60.

x y

z w

x w z y

Ï + + + =
Ô
Ô

+ - =Ì
Ô

+ - + + ≥ÔÓ
Ñóùåñòâóþò òàêèå óãëû ϕ  è ψ , ÷òî 1 5cosx ϕ+ = ,

2 5siny ϕ+ = , 12cosz ψ= , 1 12sinw ψ- = .
Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ â íåðàâåíñòâå ñèñòåìû ïîëó÷èì

( )sin 1ϕ ψ+ ≥ , ò.å. 2
2

n
πϕ ψ π+ = + . Ñóììà, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ

îöåíèòü, çàïèñûâàåòñÿ òàê:
2 2

4201 1 4
cos sin

25 144 3600 6 5

y w
A ϕ ϕ= + = + - .

Íî òîãäà

( )
1 4 601

cos sin cos
6 5 30

ϕ ϕ ϕ α- = + , ãäå 
1

arccos
6

α = .

Âàðèàíò 18

1. [ ]5; 3- - . 2. 
9 3

kπ π
± + , k ŒZ .

3. Âûðîñëà íà 
500

%
9

.

4. 
6 3

19
. Óêàçàíèå. Íàéäèòå

óãîë ÀÎÑ. Èñêîìûé ðàäèóñ –
âûñîòà òðåóãîëüíèêà ÀÎÑ.

5. 2 3 , 2 3 , 2 3 .

6. Ñì. ðèñ.21; ( ]0; 2c .

Âàðèàíò 19

1. 10.   2. 
4 2

kπ π
+ , k ŒZ .  3. 5.

4. 2445 äîëëàðîâ. Óêàçàíèå. Ïóñòü m – ÷èñëî ìóæ÷èí, ñîãëà-

ñèâøèõñÿ ñ ïðåäëîæåíèåì êîìïàíèè, n – ÷èñëî ìóæ÷èí, îò-
êàçàâøèõñÿ îò ïðåäëîæåíèÿ êîìïàíèè, w – ÷èñëî æåíùèí.
Èç óñëîâèÿ ïîëó÷àåì ñèñòåìó

350,

20 16,3 5705,

, , ,

m n w

m w

m n w

+ + =Ï
Ô

+ =Ì
Ô ŒÓ N

îòêóäà 37 163m n= . Åäèíñòâåííî âîçìîæíûìè ÿâëÿþòñÿ çíà-
÷åíèÿ m = 163, n = 37.

5. [ )
5
; 1 2; 3

3

Ê ˘
- -Á ˙Ë ˚

∪ . Óêàçàíèå.

( )( )2

3
min log 3 5 , 2 2x x x+ - - < ¤

( )

2

2

3

2 2,

3 5 0,

2 0,

log 3 5 2.

x x

x

x x

x

ÈÏÔ - - <
ÍÌ
Í + >ÔÓ
Í
ÏÍ - - ≥Ô
ÍÌ

+ <ÔÍÓÎ

6. ×åòûðå. Íàïðèìåð, ýòî ãèðè ìàññîé 1, 3, 9, 27 êã.  Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ ãèðü, èìåþùèõ ìàññó 1,
3, 9, 27 êã, ìîæíî âçâåñèòü ëþáîé ãðóç âåñîì îò 1 äî 39 êã,
åñëè ãèðè êëàñòü íå òîëüêî íà ñâîáîäíóþ ÷àøêó âåñîâ, íî è
íà ÷àøêó ñ ãðóçîì.

Ðèñ.21



Ôèçèêà

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò

1. Áóäåì, êàê ýòî îáû÷íî è äåëàåòñÿ ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ
çàäà÷, ñ÷èòàòü ïëàñòèíó òâåðäûì òåëîì. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è
òàíãåíñ óãëà α  ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè v

�
 âåðøèíû Ñ è

ñòîðîíîé êâàäðàòà CD (ðèñ.22, 23) ðàâåí 0,5, à ïëàñòèíà äâè-
æåòñÿ ïî ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòè âñåõ òî÷åê ïëà-

ñòèíû ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè, óãîë BCM ðàâåí α  è ñêî-
ðîñòü âåðøèíû Ñ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé ÌÑ. Êðîìå òîãî,
òàê êàê äëèíà ïðÿìîé ÌÑ äîëæíà áûòü íåèçìåííîé, òî èñêî-
ìàÿ ñêîðîñòü M

v
�

 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé ÌÑ è îáðàçóåò ñî
ñòîðîíîé ÀÂ óãîë α .
Ïóñòü âåêòîð ñêîðîñòè B

v
�

 âåðøèíû Â îáðàçóåò ñî ñòîðîíîé
ÀÂ óãîë β . Ïîñêîëüêó ÂÑ = const, âåêòîð B

v
�

 ìîæåò áûòü íà-
ïðàâëåí òîëüêî òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêàõ 22 è 23, ïðè-
÷åì â îáîèõ ñëó÷àÿõ sin sin

B
v vα β=  è 0 2β π< < .

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ñêîðîñòè âåðøèí À è Â âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíû, ïîýòîìó óãîë ÀKÅ ìåæäó ïðÿìîé ÀK è ïåðïåíäè-

êóëÿðîì KÅ, îïóùåííûì èç êîíöà âåêòîðà ñêîðîñòè âåðøèíû
À íà ñòîðîíó ÀÂ, ðàâåí β . Ïîñêîëüêó AM = MB = const, òî

sin cos cos
A B M

v v vβ β α= = .
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîåêöèè ñêîðîñòåé âåðøèí À è Ñ íà ñîåäèíÿ-
þùóþ èõ ïðÿìóþ ÀÑ äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè (AC =

= const), à óãîë FAK â ïåðâîì ñëó÷àå 4β π- , à âî âòîðîì
ñëó÷àå 4β π+ , ïîëó÷àåì

( ) ( )cos 4 cos 4
A

v vβ π α π= +∓ .

Ïîñêîëüêó sin 1 5α = , à cos 2 5α = , èç ïðåäûäóùèõ ñî-
îòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî

( )2

cos cos 1

sin 5 cos sin5 sin
A B

v v v v
β β
β β ββ

= = =
±

,

à ïîòîìó

2 2
cos cos sin sinβ β β β± = , èëè 2

tg tg 1 0β β - =∓ .

Ðåøàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

5 1
tg

2
β

±

= , è 
5 1

2tg 4
M

v
v v

β
= =

∓

.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, åñëè âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ.
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ñêîðîñòè ðàçíûõ òî÷åê ïëàñòèíû êîìïëà-
íàðíû, íî íå ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó, ñëåäîâàòåëüíî, äâèæå-
íèå ïëàñòèíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ âîêðóã íåêîòîðîé îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ïëàñòèíà, è äâèæå-
íèÿ ýòîé îñè ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé óêàçàííîé
ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó åñëè â êà÷åñòâå îñè âðàùåíèÿ âûáðàòü
òàê íàçûâàåìóþ ìãíîâåííóþ îñü âðàùåíèÿ (îñü, ñêîðîñòü êî-
òîðîé â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâíà íóëþ), òî âåëè÷èíà
ëèíåéíîé ñêîðîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïëàñòèíû áóäåò ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ óãëîâîé ñêîðîñòè íà ðàäèóñ âðàùåíèÿ äàííîé
òî÷êè è íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîìó ðàäèóñó. Èç ñêà-
çàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ìãíîâåííàÿ îñü âðàùåíèÿ äîëæíà ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê âåêòîðàì
ñêîðîñòåé òî÷åê ïëàñòèíû, ëåæàùèõ â îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó ñêîðîñòè âåðøèí À è Â âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû, òî è ïåðïåíäèêóëÿðû ê ýòèì ñêîðîñòÿì äîëæ-
íû ïåðåñåêàòüñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ äîëæíà ñîâïàäàòü ñ îäíîé
èç òî÷åê îêðóæíîñòè, äèàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíà
ÀÂ. Íà ðèñóíêå 24 ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàí ïåðïåíäèêó-
ëÿð ê âåêòîðó ñêîðîñòè òî÷êè Ñ. Âèäíî, ÷òî ýòîò ïåðïåíäèêó-
ëÿð ïåðåñåêàåò ïîñòðîåííóþ îêðóæíîñòü â äâóõ òî÷êàõ. Òà-
êèì îáðàçîì, ìãíîâåííàÿ îñü âðàùåíèÿ ïðîõîäèò ëèáî ÷åðåç
òî÷êó 1O , ëèáî ÷åðåç òî÷êó 2O , à óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
êâàäðàòà ðàâíà ëèáî 1 1v OCω = , ëèáî 2 2v O Cω = .

Ðèñ.22

Ðèñ.23

Äîêàæåì, ÷òî íåëüçÿ îáîéòèñü òðåìÿ ãèðÿìè, ìàññà êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâåííî À, Â è Ñ, ãäå A B C£ £ . Äåéñòâèòåëüíî, ñ
ïîìîùüþ òðåõ òàêèõ ãèðü ìîæíî âçâåñèòü íå áîëåå 14 ðàçëè÷-
íûõ ãðóçîâ ìàññîé: À, Â, Ñ, À + Â, À + Ñ, Â + Ñ, Â – À,
Ñ – À, Ñ – Â, À + Â + Ñ, Ñ + Â – À, Ñ + À – Â, À + Â – Ñ,
Ñ – Â – À.

7. 2 65 . Çàìåòèì, ÷òî 0x π  è 0y π  è åñëè ïàðà ( )0 0
,x y

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ, òî è ïàðû ( )0 0
,x y- ,

( )0 0
,x y- - , ( )0 0

,x y-  òàêæå ÿâëÿþòñÿ åãî ðåøåíèÿìè.

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ õ è ó – öåëûå ÷èñëà, èç ðàâåíñòâà

( ) ( )2 2
4 15 2 2 15x y x y x y- = ¤ + - =

ñëåäóåò, ÷òî îáà ìíîæèòåëÿ â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà 15.
Â ñèëó ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

,x y ŒN . Äëÿ òàêèõ ÷èñåë 2x + y > 2x – y >0, ïîýòîìó ïðè-
õîäèì ê äâóì ñèñòåìàì:

2 15,

2 1

x y

x y

+ =Ï
Ì

- =Ó
 è 

2 5,

2 3.

x y

x y

+ =Ï
Ì

- =Ó
Îòñþäà ïîëó÷àåì

4,

7

x

y

=Ï
Ì

=Ó
 è 

2,

1.

x

y

=Ï
Ì

=Ó

Âñåãî æå èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò âîñåìü öåëî÷èñëåííûõ
ðåøåíèé, îíè çàäàþòñÿ ïàðàìè ( )4, 7± ± , ( )2, 1± ±  ñî âñåâîç-
ìîæíûìè ñî÷åòàíèÿìè çíàêîâ. Ñðåäè ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê
íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Îõó íàèáîëåå óäàëåíû äðóã îò
äðóãà òî÷êè ( )4, 7  è ( )4, 7- -  ëèáî ( )4, 7-  è ( )4, 7- .
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Ïóñòü äëèíà ñòîðîíû êâàä-
ðàòà ðàâíà 2à. Ïî óñëîâèþ
çàäà÷è, âåêòîð v

�
 ñêîðîñòè

âåðøèíû Ñ îáðàçóåò ñ âåê-
òîðîì CD

�����

 òàêîé óãîë α ,
÷òî tg 0,5α = , ïîýòîìó ïåð-
ïåíäèêóëÿð ê v

�
 ïåðåñåêàåò

ñòîðîíó ÀÂ â òî÷êå Ì (ýòà
òî÷êà ñîâïàäàåò ñ ñåðåäèíîé
ñòîðîíû ÀÂ). Òîãäà

2 cos 5MC a aα= = ,

1OC MC a= +  è

2O C MC a= - . Ñëåäîâà-
òåëüíî, ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü
òî÷êè Ì íàïðàâëåíà ïåðïåí-
äèêóëÿðíî îòðåçêó ÌÑ, à åå
âåëè÷èíà ðàâíà

1

5 1

45 1
M

v
v v

-
= =

+
 ëèáî 

2

5 1

45 1
M

v
v v

+
= =

-
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå ðåçóëüòàòîì.
2. Êàê îáû÷íî, áóäåì ñ÷èòàòü ñèñòåìó îòñ÷åòà, íåïîäâèæíóþ
îòíîñèòåëüíî äîðîãè, èíåðöèàëüíîé. Ïîñêîëüêó àâòîìîáèëü
äâèæåòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîìó ó÷àñòêó äîðîãè è âñå åãî êîëåñà
ÿâëÿþòñÿ âåäóùèìè, òî âíå çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ öåíòðà
òÿæåñòè àâòîìîáèëÿ åãî ñèëà òÿãè è òàíãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿ-
þùàÿ ñèëû ðåàêöèè äîðîãè, íàçûâàåìàÿ îáû÷íî ñèëîé ñóõîãî
òðåíèÿ, äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 2F mgμ£ , ãäå g
– óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
Òàê êàê àâòîìîáèëü äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî, åãî óñêîðåíèå
ðàâíî ( ) ( )2a t F t m= . Ñ÷èòàÿ, ÷òî ìîùíîñòü äâèãàòåëÿ ïîëíî-
ñòüþ ïåðåäàåòñÿ íà êîëåñà, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïîñëå
âêëþ÷åíèÿ äâèãàòåëÿ êîëåñà íåêîòîðîå âðåìÿ τ  áóäóò ñêîëü-
çèòü ïî äîðîãå, à ïîòîìó âåëè÷èíà ñèëû òÿãè áóäåò ðàâíà

( )2F t mgτ μ£ = , ò.å. â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè 0 t τ£ £
óñêîðåíèå àâòîìîáèëÿ áóäåò ðàâíî gμ , à åãî ñêîðîñòü áóäåò
èçìåíÿòüñÿ ïî çàêîíó ( )v t gtμ= . Íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè

2 2

2

N N
t

F g m g
τ

μ μ
= = = ,

ñêîëüæåíèå êîëåñ ïðåêðàòèòñÿ, à ïîòîìó âåëè÷èíà ñèëû òÿãè
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ( )2F t mgτ μ≥ £ . Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè àâòîìîáèëÿ äîëæíî
áûòü ðàâíî ðàáîòå äâèãàòåëÿ, ò.å. ïðè t τ>  äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

( )
( ) ( )2 2

2 2

mv t mv
t N

τ
τ- = - .

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå çíà÷åíèÿ τ  è ( )v τ , ïîëó÷àåì

( )

2 2

2 2

C!, 0 ,

2 C!, .

N
gt t

m g

v t

N N
t t

m m g

μ τ
μ

τ
μ

Ï
£ £ =Ô

Ô
= Ì

Ê ˆÔ - £Á ˜Ô Ë ¯Ó

3. Áóäåì ñ÷èòàòü íàêëîííóþ ïëîñêîñòü íåïîäâèæíîé îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, à êóáèê è
äîñêó – òâåðäûìè òåëàìè. Ïîëîæèì, ÷òî ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ íå çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ
âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë è ðàâíà ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ
ñèëû ñóõîãî òðåíèÿ ïîêîÿ ìåæäó íèìè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îñü
ïðóæèíû è äîñêè, íèòü è öåíòð ìàññ êóáèêà ëåæàò â îäíîé
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, à êóáèê äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî, ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî äîñêà äî îáðûâà íèòè ïîêîèëàñü, êóáèê äâè-
ãàëñÿ ïîñòóïàòåëüíî, ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè áûëà íàïðàâëåíà

ââåðõ ïàðàëëåëüíî íàêëîííîé ïëîñêîñòè è ðàâíà

( )sin cosT mg α μ α= + ,

ãäå g – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ïîñëå îáðûâà íèòè
êóáèê áóäåò ñêîëüçèòü ââåðõ ïî äîñêå äî òåõ ïîð, ïîêà çà
ñ÷åò ðàáîòû ñèëû òÿæåñòè è ñèëû òðåíèÿ ñî ñòîðîíû äîñêè
åãî ñêîðîñòü íå ñòàíåò ðàâíîé íóëþ. Âïëîòü äî ýòîãî ìîìåíòà
âðåìåíè (t = 0) äåôîðìàöèÿ ïðóæèíû äîëæíà îñòàâàòüñÿ íå-
èçìåííîé, à äîñêà – ïîêîÿùåéñÿ (äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû
êóáèêà íà äîñêó ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ íå èçìåíÿåò-
ñÿ). Ïîñëå îñòàíîâêè êóáèêà íå òîëüêî âåëè÷èíà, íî è íà-
ïðàâëåíèå ñèëû òðåíèÿ áóäóò èçìåíÿòüñÿ, à ïîòîìó äîñêà íå
ñìîæåò îñòàâàòüñÿ íåïîäâèæíîé.
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è êóáèê ïîñëå îáðûâà íèòè äîëæåí ñîâåð-
øàòü ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåõàíè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ êóáèêà, äîñêè è ïðóæèíû ïîñëå âîçíèêíîâåíèÿ êîëå-
áàíèé äîëæíà îñòàâàòüñÿ íåèçìåííîé. Òàê ìîæåò áûòü òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè êóáèê îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì îòíîñèòåëüíî
äîñêè. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êóáèêà è äîñêè â ïðîåê-
öèè íà îñü x, íàïðàâëåííóþ âíèç ïàðàëëåëüíî íàêëîííîé
ïëîñêîñòè, äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t > 0 èìåþò âèä

( )2!
sinmx mg F tα= -¢¢ , ( )2!

sinMx kx Mg F tα= - + +¢¢ ,

ãäå x ¢¢  – ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ êóáèêà è äîñêè íà îñü x, íà÷à-
ëî êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàí-
íîé òî÷êè äîñêè ïðè íåäåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíå. Ñêëàäû-
âàÿ ïî÷ëåííî ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

( ) ( ) sinM m x M m g kxα+ = + -¢¢ ,

èëè

( ) 1 1M m x kx+ = -¢¢ , ãäå 
1 sin

M m
x x g

k
α

+

= - .

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä ( )1 cosx t A tω= - , ãäå àì-
ïëèòóäà êîëåáàíèé A ðàâíà ìîäóëþ ðàçíîñòè âåëè÷èí äåôîð-
ìàöèé ïðóæèíû äî îáðûâà íèòè è â òå ìîìåíòû, êîãäà ïîñëå
åå îáðûâà óñêîðåíèå êóáèêà ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ:

sin cos
sin

M m M m T
A g g

k k k

α μ αα+ -
= - = ,

à óãëîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ðàâíà

k

M m
ω =

+
.

Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî óñêîðåíèå êóáèêà
ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïî çàêîíó

2

1 cosx x A tω ω= =¢¢ ¢¢ ,

à ïîòîìó âåëè÷èíà äåéñòâóþùåé íà êóáèê ñèëû òðåíèÿ ñî ñòî-
ðîíû äîñêè áóäåò ðàâíà

( )2! sinF t m x g α= + =¢¢ 2
cos sinm A t gω ω α+ .

Ñëåäîâàòåëüíî, êóáèê áóäåò ñîâåðøàòü ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáà-
íèÿ ïîñëå îáðûâà íèòè, åñëè âåëè÷èíà ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ áó-
äåò íå ìåíüøå ÷åì 2

sing Aα ω+ . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàêñèìàëü-
íàÿ âåëè÷èíà ñèëû ñóõîãî òðåíèÿ ïîêîÿ ðàâíà cosmgμ α ,
ïîñëå ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì, ÷òî
èñêîìîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ êóáèêà î äîñêó äîëæ-
íî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

2
1 tg

m

M
μ αÊ ˆ
≥ +Á ˜Ë ¯

.

4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèëèíäð ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, è ýòó ñèñòåìó áóäåì ñ÷èòàòü èíåðöè-
àëüíîé. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçìåíåíèå òåìïåðàòó-
ðû ãåëèÿ ïðîèñõîäèò òàê, ÷òî ïîðøåíü ïåðåìåùàåòñÿ î÷åíü
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ìåäëåííî è äàâëåíèå âî âñåõ òî÷êàõ âíóòðè öèëèíäðà èçìåíÿ-
åòñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì. Åñëè ãåëèé ïîñëå çàêà÷êè îõëàæ-
äàëè (ïåðâûé ñëó÷àé), òî åãî îáúåì ìîã òîëüêî óìåíüøàòüñÿ,
à ïîðøåíü äâèãàëñÿ ê äíó öèëèíäðà, ïðåîäîëåâàÿ ñèëó ñóõîãî
òðåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå äàâëåíèå ãåëèÿ â öè-
ëèíäðå ïåðåä íàãðåâàíèåì íå ìîãëî áûòü ìåíüøå

1 0 2!
p p F S= - . Åñëè æå ãàç ïðåäâàðèòåëüíî íàãðåâàëè (âòî-
ðîé ñëó÷àé), òî íàïðàâëåíèå ñèëû ñóõîãî òðåíèÿ, äåéñòâóþ-
ùåé íà ïîðøåíü, ñîâïàäàëî ñ íàïðàâëåíèåì ñèëû àòìîñôåð-
íîãî äàâëåíèÿ, à ïîòîìó äàâëåíèå â öèëèíäðå âñå âðåìÿ îñòà-
âàëîñü ðàâíûì 

2 0 2!
p p F S= + . Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî â

ïåðâîì ñëó÷àå îáúåì ãåëèÿ ïðè íàãðåâàíèè íå áóäåò èçìå-
íÿòüñÿ, ïîêà åãî äàâëåíèå íå ñòàíåò ðàâíûì 2p . Âî âòîðîì
æå ñëó÷àå îáúåì ãåëèÿ äîëæåí íà÷àòü óâåëè÷èâàòüñÿ, êàê
òîëüêî åãî ñòàëè íàãðåâàòü, ïðè÷åì äàâëåíèå ãåëèÿ áóäåò îñ-
òàâàòüñÿ íåèçìåííûì è ðàâíûì 2p .
Ïóñòü àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà ãåëèÿ ïðè äàâëåíèè 1p è îáúå-
ìå 0V  ðàâíà 1T , ïðè äàâëåíèè 2p  è îáúåìå 0V  ðàâíà 2T , à
ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà ãåëèÿ íà âåëè÷èíó S LΔ  ñòàëà ðàâíîé

3T . Ïîëàãàÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ìîëåé ãåëèÿ ν  â öèëèíäðå íåèç-
ìåííî è â èíòåðåñóþùåì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð è äàâëåíèé
ãåëèé ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Êëàïåéðîíà–Ìåíäåëååâà, ìîæ-
íî çàïèñàòü

1 0 1p V RTν= , 2 0 2p V RTν=  è ( )2 0 3p V S L RTΔ ν+ = ,

ãäå R – óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Êàê èçâåñòíî, ãåëèé ÿâëÿåòñÿ îäíîàòîìíûì ãàçîì, ïîýòîìó
åãî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ïðè òåìïåðàòóðå Ò ðàâíà 1,5 RTν .
Ïîñêîëüêó â ïåðâîì ñëó÷àå ãåëèé íàäî íàãðåâàòü îò òåìïåðà-
òóðû íå ìåíüøåé 1T  äî òåìïåðàòóðû 2T  èçîõîðè÷åñêè, ïîäâî-
äèìîå ê íåìó êîëè÷åñòâî òåïëîòû áóäåò óâåëè÷èâàòü òîëüêî
åãî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ:

( )1 2 11,5Q R T Tν= - .

Íàãðåâàíèå æå ãåëèÿ îò òåìïåðàòóðû 2T  äî òåìïåðàòóðû 3T

áóäåò ïðîèñõîäèòü èçîáàðè÷åñêè. Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò íå
òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ãåëèÿ, íî îí åùå
áóäåò ñîâåðøàòü ðàáîòó ïî ðàñøèðåíèþ. Ïîýòîìó

( ) ( ) ( )2 3 2 3 2 3 21,5 2,5Q R T T R T T R T Tν ν ν= - + - = - .

Ðåøàÿ ñîâìåñòíî ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

1 0 2!
3Q V F S= , ( )2 0 2!2,5Q p S F LΔ= + .

Èòàê, èñêîìîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q, â çàâèñèìîñòè îò òîãî
êàêèì îáðàçîì îáúåì ãåëèÿ ïîñëå çàêà÷êè åãî â öèëèíäð óñ-
òàíîâèëñÿ ðàâíûì 0V , äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

( )0 2!2,5 p S F L QΔ+ £ £ ( )0 2! 0 2!2,5 3p S F L V F SΔ+ + .

5. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áóäåì, êàê îáû÷íî, ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâå-
äåíèå ãåëèÿ è êðèïòîíà âïëîòü äî òî÷êè íàñûùåíèÿ ïîä÷èíÿ-
åòñÿ óðàâíåíèþ Êëàïåéðîíà–Ìåíäåëååâà, à îõëàæäåíèå ñìå-
ñè ïðîèñõîäèò ñòîëü ìåäëåííî, ÷òî ñîäåðæèìîå öèëèíäðà âñå
âðåìÿ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâå-
ñèÿ. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â öèëèíäðå ñóùåñòâóþò
òàêèå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êðèïòîí íà÷èíàåò êîíäåíñèðî-
âàòüñÿ, êàê òîëüêî åãî ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå ñòàíîâèòñÿ ðàâ-
íûì äàâëåíèþ …*p  åãî íàñûùåííûõ ïàðîâ. Îòìåòèì, ÷òî, ïî-
ñêîëüêó êðèïòîí â ãàçîîáðàçíîì ñîñòîÿíèè â öèëèíäðå íàõî-
äèòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå ÿâíî íèæå êðèòè÷åñêîé

( *! *
210 jT ª ), åãî ñëåäóåò íàçûâàòü ïàðîì, â òî âðåìÿ êàê

ãåëèé (
*! ã

5 jT ª ) ñëåäóåò íàçûâàòü ãàçîì.
Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Êëàïåéðîíà–Ìåíäåëååâà, ïëîòíîñòü i

ρ
ñîñòàâëÿþùåé ñìåñè, íàõîäÿùåéñÿ â ãàçîîáðàçíîì ñîñòîÿíèè,
åå ìîëÿðíàÿ ìàññà i

Μ , àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà i
T  è ïàðöè-

àëüíîå äàâëåíèå i
p  äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

i i i i
p RTΜ ρ= ,

ãäå R – óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

* * *

ã ã ã

p
n

p

ρ Μ
ρ Μ

= = .

Ñóììà ïàðöèàëüíûõ äàâëåíèé ãåëèÿ è êðèïòîíà ïðè ëþáîé
òåìïåðàòóðå ðàâíà âíåøíåìó àòìîñôåðíîìó äàâëåíèþ ð, à ïî-
òîìó ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå êðèïòîíà ðàâíî

( ) ã

*

ã *

i

np
p T

n

Μ ϕ
Μ Μ

=
+

,

åñëè 2i
T T≥ , ãäå 2T  – àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà, ïðè êîòîðîé

ïàðû êðèïòîíà ñòàíîâÿòñÿ íàñûùåííûìè.
Òàê êàê îòíîñèòåëüíàÿ âëàæíîñòü ãàçîïàðîâîé ñìåñè ïðè òåì-
ïåðàòóðå 1T  ðàâíà ϕ  è êðèïòîí ïðè íîðìàëüíîì àòìîñôåð-
íîì äàâëåíèè êèïèò ïðè òåìïåðàòóðå *T , äîëæíû âûïîëíÿòü-
ñÿ ñîîòíîøåíèÿ

( ) ( ) ( )* 1 * … 1 * … *,p T p T p T pϕ= =  è ( ) ( )* 2 * … 2p T p T= ,

ïðè÷åì

( )* … i i
p T a bT= + .

Ðåøàÿ ñîâìåñòíî ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

( )

( )
ã1 2

* 1 * ã

1

1

nT T

T T n

Μ ϕ
ϕΜ Μ ϕ

--
=

- - -
.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà ñòåíêàõ öèëèíäðà äîëæíà ïîÿâèòüñÿ ðîñà,
åñëè òåìïåðàòóðó ñìåñè ïîíèçèòü íà

( ) ( )

( )
* 1 ã

1 2

* ã

1
1 j

1

T T n
T T T

n

ϕ Μ
Δ

ϕΜ Μ ϕ
- -

= - = ª

- -

.

6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî øàð ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, à ýëåêòðîí äâèæåòñÿ â âàêóó-
ìå, è ïðåíåáðåæåì ïîòåðÿìè ýíåðãèè ýëåêòðîíà íà èçëó÷åíèå
(ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñêîðåíèå ýëåêòðîíà äîñòàòî÷íî
ìàëî). Ïðè ïðèáëèæåíèè ýëåêòðîíà ê øàðó, â ñèëó ÿâëåíèÿ
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè, äîëæíî ïðîèñõîäèòü ïåðåðàñï-
ðåäåëåíèå çàðÿäà íà øàðå. Ïóñòü âåëè÷èíà çàðÿäà, íàõîäÿùå-
ãîñÿ íà äîñòàòî÷íî ìàëîì ó÷àñòêå ïîâåðõíîñòè øàðà, ðàâíà

i
qΔ . Ïî óñëîâèþ çàäà÷è øàð èçîëèðîâàí, a åãî çàðÿä ðàâåí

Q, ïîýòîìó â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè i
qΔÂ  ïî âñåì ó÷àñòêàì

ïîâåðõíîñòè øàðà ðàâíà Q.
Áóäåì, êàê îáû÷íî, ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñ-
êîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ïîêîÿùèìñÿ òî÷å÷íûì çàðÿäîì q â
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îò íåãî òî÷êå, ðàâåí íóëþ. Òîãäà ïî-
òåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ íà ðàññòîÿíèè r îò òî÷å÷-
íîãî çàðÿäà áóäåò ðàâåí

( )
04

q
r

r
ϕ

πε
= ,

ãäå 0ε  – ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñó-
ïåðïîçèöèè, ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé ñèñòåìîé òî÷å÷íûõ çà-
ðÿäîâ â äàííîé òî÷êå, ðàâåí ñóììå ïîòåíöèàëîâ, ñîçäàâàåìûõ
êàæäûì èç ýòèõ çàðÿäîâ ïîðîçíü â ýòîé òî÷êå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïîòåíöèàë öåíòðà øàðà, îáóñëîâëåííûé åãî èçáûòî÷íûì
çàðÿäîì è òî÷å÷íûì çàðÿäîì 2Q, íàõîäÿùèìñÿ îò öåíòðà
øàðà íà ðàññòîÿíèè 2R, ðàâåí

0 0 0

2

4 2 4 2

i
Q q Q

R R R

Δ
ϕ

πε πε πε
= + =

◊

Â .

Òàêèì æå áóäåò ïîòåíöèàë è ëþáîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè øàðà.
Êàê èçâåñòíî, êóëîíîâñêîå ñòàöèîíàðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ êîí-
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ñåðâàòèâíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàáîòà ñèë òàêîãî ïîëÿ íàä ïå-
ðåìåùàþùèìñÿ â íåì ýëåêòðîíîì íå çàâèñèò îò âèäà òðàåêòî-
ðèè, à îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ïîëîæåíèåì íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé
òî÷åê. Ïîñêîëüêó çàðÿä ýëåêòðîíà îòðèöàòåëåí, ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêîå ïîëå øàðà è òî÷å÷íîãî çàðÿäà ïðè ïîäëåòå ýëåêòðîíà ê
øàðó ñîâåðøèò íàä ýëåêòðîíîì ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó
A eϕ= , ãäå å – ìîäóëü çàðÿäà ýëåêòðîíà. Îòñþäà íà îñíîâà-
íèè çàêîíà èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñëåäóåò, ÷òî èñ-
êîìàÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíà ìàññîé m ïðè åãî ïîäëåòå ê ïîâåðõ-
íîñòè øàðà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

0

eQ
v

Rmπε
£ .

7. Ïîñêîëüêó ïðîâîäíèê ÎÀ òîíêèé è âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ω  âîêðóã îñè êîëüöà, ñêîðîñòü óïîðÿäî÷åííîãî
äâèæåíèÿ ñâîáîäíûõ íîñèòåëåé çàðÿäà â ýòîì ïðîâîäíèêå îò-
íîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà (ñ÷èòàåì åå èíåð-
öèàëüíîé) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ âåêòîðîâ,
îäèí èç êîòîðûõ ïåðïåíäèêóëÿðåí îñè ïðîâîäíèêà, à âòîðîé
íàïðàâëåí âäîëü ýòîé îñè. ßñíî, ÷òî îáà ýòè âåêòîðà ëåæàò â
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíî êîëüöî.
Âåëè÷èíà ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé óêàçàííîé ñêîðî-
ñòè ðàâíà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òîé òî÷êè ïðîâîäíèêà, â êîòî-
ðîé â äàííûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ ñâîáîäíûé íîñèòåëü çàðÿäà,
ò.å. 

i i
v rω

^
= , ãäå i

r  – ðàäèóñ âðàùåíèÿ èíòåðåñóþùåé òî÷êè
ïðîâîäíèêà ÎÀ. Èç-çà íàëè÷èÿ ýòîé ñîñòàâëÿþùåé ñâîáîäíûå
íîñèòåëè çàðÿäà èñïûòûâàþò äåéñòâèå ñèëû Ëîðåíöà, ðàâíîé

k ii
F qv B

^
= , ýêâèâàëåíòíîå äåéñòâèþ ñòîðîííåãî ýëåêòðè÷åñ-

êîãî ïîëÿ, âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè êîòîðîãî ðàâíà

( )
k

1

i

i i

F
E r r B

q
ω= = .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ñòîðîííåãî ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà óäàëåíèþ ðàññìàò-
ðèâàåìîé òî÷êè ïðîâîäíèêà îò îñè âðàùåíèÿ è íå çàâèñèò îò
âðåìåíè (óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ è èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ïîñòîÿííû). Âëèÿíèå ýòîãî ñòîðîííåãî ïîëÿ íà ñèëó
òîêà â öåïè, êàê îáû÷íî, ó÷òåì, îïðåäåëèâ ýíåðãåòè÷åñêóþ

õàðàêòåðèñòèêó ýòîãî ïîëÿ
– åãî ÝÄÑ. Ïî îïðåäåëå-
íèþ, âåëè÷èíà ÝÄÑ ðàâíà
ìîäóëþ îòíîøåíèÿ ðàáîòû
ñèë ñòîðîííåãî ïîëÿ íàä
ïðîáíûì çàðÿäîì ïðè åãî
ïåðåìåùåíèè âäîëü ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ó÷àñòêà öåïè
ê âåëè÷èíå ýòîãî çàðÿäà.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàïðÿæåí-
íîñòü ñòîðîííèõ ñèë íà-
ïðàâëåíà âäîëü îñè ïðîâîä-

íèêà, ïîëó÷èì, ÷òî âåëè÷èíà ÝÄÑ íà äîñòàòî÷íî ìàëîì ó÷àñ-
òêå ïðîâîäíèêà äëèíîé rΔ  ðàâíà

( )
k 2

1

i

i i

F r
Br r B r i

q

Δ
Δ ω Δ ω Δ= = =E .

Ïîñêîëüêó äëèíà ïðîâîäíèêà ÎÀ ðàâíà r, îí ñîñòîèò èç
N r rΔ=  òàêèõ ó÷àñòêîâ, à ïîòîìó âåëè÷èíà èíòåðåñóþùåé
íàñ ÝÄÑ ðàâíà

2

1 1 2

1 1

lim lim

N N

i
N N

i i
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B i

N
ω

Æ• Æ•
= =

= = =Â ÂE E
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22n
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ωω
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+
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Íàëè÷èå ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè óïîðÿäî÷åííîãî
äâèæåíèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà, ò.å. ïðîòåêàíèå òîêà ïî ïðîâîä-
íèêó, íàõîäÿùåìóñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå, îáóñëàâëèâàåò ïîÿâ-
ëåíèå ñèë Àìïåðà. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ïðîâîäíèê ÎÀ âðàùà-
åòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ îòíîñèòåëüíî èíåðöè-

àëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììû äåéñòâóþùèõ
íà íåãî ñèë (ñèëû òÿæåñòè, ðåàêöèè îñè è ñèëû Àìïåðà) è èõ
ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ.
×òîáû óïðîñòèòü ðåøåíèå çàäà÷è, áóäåì ðàññ÷èòûâàòü äåé-
ñòâóþùèå íà ïðîâîäíèê ìîìåíòû ñèë îòíîñèòåëüíî îñè âðà-
ùåíèÿ. Â òîò ìîìåíò âðåìåíè t, êîãäà ïðîâîäíèê îáðàçóåò ñ
ãîðèçîíòàëüíûì äèàìåòðîì êîëüöà óãîë tα ω=  (ðèñ.25), ìî-
ìåíò ñèëû òÿæåñòè, äåéñòâóþùåé íà ìàëûé îòðåçîê ïðîâîä-
íèêà äëèíîé rΔ , íàõîäÿùèéñÿ îò îñè âðàùåíèÿ íà ðàññòîÿ-
íèè i

r , ðàâåí

cos
i i i

M r g mΔ Δ α= = ( )
2cos cos

i

gm gm
r r i r

r r

α α
Δ Δ= ,

òàê êàê ìàññà òàêîãî îòðåçêà ðàâíà 
i

m m r rΔ Δ= . Ñëåäîâà-
òåëüíî, îáùèé ìîìåíò ñèë òÿæåñòè ðàâåí

2

2 2

1

cos
lim

N

i
N

i

gm r
M M i

r N

α
Δ
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=

= = =Â Â
cos

2

gmr α
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîâîäíèê ÎÀ äâèæåòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñ-
êîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ëèíèÿì èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
íà îñíîâàíèè çàêîíà Àìïåðà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íà i-é
ó÷àñòîê ïðîâîäíèêà äëèíîé rΔ  äåéñòâóåò ñèëà

( ) ( )A i
F t I t rBΔ Δ= ,

ãäå ( )I t  – ñèëà òîêà, òåêóùåãî ïî ðàññìàòðèâàåìîìó ó÷àñòêó
ïðîâîäíèêà â ìîìåíò âðåìåíè t.
Ïîâòîðÿÿ ïî÷òè äîñëîâíî ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäøèå ê âû÷èñ-
ëåíèþ ìîìåíòà ñèë òÿæåñòè, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèëà Àìïåðà íà-
ïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ïðîâîäíèêà è èíäóêöèè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà ìîìåíòà ñèë Àì-
ïåðà, äåéñòâóþùèõ íà ïðîâîäíèê ÎÀ îòíîñèòåëüíî îñè âðà-
ùåíèÿ, ðàâíà

( )2

A 0,5M Br I t= .

Ïîñêîëüêó ñóììà ìîìåíòîâ ñèë Àìïåðà è ñèë òÿæåñòè îòíîñè-
òåëüíî îñè âðàùåíèÿ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ, ñèëà òîêà, òå-
êóùåãî ïî ïðîâîäíèêó, äîëæíà èçìåíÿòüñÿ ïî çàêîíó

( ) cos
mg

I t t
Br

ω= ,

ïðè÷åì òîê ýòîò íàïðàâëåí òàê, êàê óêàçàíî íà ðèñóíêå.
Ñîãëàñíî çàêîíó Îìà, èñêîìàÿ ÝÄÑ èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ
äîëæíà áûòü ðàâíà

( ) ( )
2

1 cos
2

B r Rmg
t RI t t

Br

ω
ω= + = +E E .

8. Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîìó â óñëîâèè ãðàôèêó, â òå÷åíèå ïðî-
ìåæóòêîâ âðåìåíè 0 2 3t T£ £  è 2 3T t Š£ £  ïðîåêöèÿ âåê-
òîðà èíäóêöèè îäíîðîäíîãî âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà îñü
êîëüöà ðàâíîìåðíî èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó 

02B . Íà îñíîâà-
íèè çàêîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî â òå÷åíèå âðåìåíè 

1 2 3Tτ =  â êîëüöå äåéñòâóþò ñòîðîí-
íèå ýëåêòðè÷åñêèå ñèëû, âåëè÷èíà ÝÄÑ êîòîðûõ ðàâíà

2

2 0 0

1

1

2 3B a B
a

T

π
π

τ
= =E ,

à â îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïåðèîäà 2 3Tτ =  âåëè÷èíà ÝÄÑ èíäóê-
öèè ðàâíà
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2 6B a B
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π
π

τ
= =E .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Îìà, â òå÷åíèå ïåðâîé è âòîðîé ÷à-
ñòåé ïåðèîäà ñèëà òîêà â êîëüöå ðàâíà, ñîîòâåòñòâåííî,

1

1
I

R
=
E

è 
2

2
I

R
=
E

,

à ïîòîìó, ñîãëàñíî çàêîíó Äæîóëÿ–Ëåíöà, â êîëüöå çà ïåðè-
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îä äîëæíî âûäåëÿòüñÿ êîëè÷åñòâî òåïëîòû

( )2 2

1 1 2 2Q I I Rτ τ= + .

Ïîñêîëüêó ñðåäíÿÿ çà ïåðèîä òåïëîâàÿ ìîùíîñòü ðàâíà îòíî-
øåíèþ êîëè÷åñòâà òåïëîòû, âûäåëèâøåãîñÿ çà ïåðèîä, ê äëè-
òåëüíîñòè ïåðèîäà, ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìàÿ ñðåäíÿÿ òåïëîâàÿ
ìîùíîñòü ðàâíà
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18Q a B
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T RT

π
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9. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è îòíîøåíèå äèàìåòðà b ëèíçû ê ðàññòî-
ÿíèþ d, íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ îò íåå òî÷å÷íûé èñòî÷íèê S,
ñóùåñòâåííî ìåíüøå åäèíèöû, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âñå ëó÷è îò ýòîãî èñòî÷íèêà, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ëèíçó, îáðà-
çóþò ñ åå ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñüþ ìàëûå óãëû, ò.å. âûïîëíÿ-
åòñÿ òàê íàçûâàåìîå ïàðàêñèàëüíîå ïðèáëèæåíèå. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âñå ïðîøåäøèå ñêâîçü ëèíçó ëó÷è äîëæíû ïåðåñå-
êàòüñÿ â îäíîé òî÷êå, ñîçäàâàÿ äåéñòâèòåëüíîå òî÷å÷íîå èçîá-
ðàæåíèå èñòî÷íèêà, íàõîäÿùååñÿ, ñîãëàñíî ôîðìóëå òîíêîé
ëèíçû, íà ðàññòîÿíèè

1

d
f

dD
=

-

îò åå ãëàâíîé ïëîñêîñòè (ìû ó÷ëè, ÷òî èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ
ïåðåä ëèíçîé íà ðàññòîÿíèè d = 30 ñì, áîëüøåì åå ôîêóñíî-
ãî ðàññòîÿíèÿ 1

20F D
-

= =  ñì).
Ïîñëå óñòàíîâêè ïëàñòèíêè âñå ïàäàþùèå íà ëèíçó ëó÷è, çà
èñêëþ÷åíèåì ëó÷à, èäóùåãî âäîëü ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè

ëèíçû, áóäóò èñïûòû-
âàòü ïðåëîìëåíèå â
ïëàñòèíêå. Íà ðèñóí-
êå 26 ïîêàçàí õîä îä-
íîãî èç ëó÷åé, îáðàçó-
þùèõ ñ ãëàâíîé îïòè-
÷åñêîé îñüþ ëèíçû Ë
óãîë α . Ïîñëå ïðå-
ëîìëåíèÿ íà ïåðåäíåé
ãðàíè ïëàñòèíêè ýòîò
ëó÷ áóäåò ðàñïðîñòðà-
íÿòüñÿ â ïëàñòèíêå

ïîä óãëîì β  ê ïåðïåíäèêóëÿðó, âîññòàâëåííîìó â òî÷êå ïàäå-
íèÿ ê ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëàñòèíêà ÿâëÿ-
åòñÿ ïëîñêî ïàðàëëåëüíîé è ïî îáå ñòîðîíû îò íåå íàõîäèòñÿ
îäíà è òà æå ñðåäà, íà îñíîâàíèè çàêîíà ïðåëîìëåíèÿ ïîëó-
÷èì, ÷òî ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïëàñòèíêè íàïðàâëåíèå ðàñïðîñ-
òðàíåíèÿ ëó÷à íå èçìåíèòñÿ, íî îí ñìåñòèòñÿ íà ðàññòîÿíèå

δ . Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî

( )sin
cos

hδ α β
β

= - ,

ïðè ýòîì òî÷êà 1S  ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèÿ âûõîäÿùåãî èç
ïëàñòèíêè ëó÷à ñ ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñüþ ëèíçû ñìåñòèòñÿ ê
ëèíçå îòíîñèòåëüíî èñòî÷íèêà S íà ðàññòîÿíèå

( )
( )1

sin
1 ctg tg

sin sin cos
SS h h

α βδ α β
α α β

-
= = = - .

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî ïðîäîëæåíèÿ ëó÷åé, âûõîäÿ-
ùèõ èç èñòî÷íèêà ïîä ðàçíûìè óãëàìè, áóäóò ïåðåñåêàòü
ãëàâíóþ îïòè÷åñêóþ îñü ëèíçû, âîîáùå ãîâîðÿ, â ðàçíûõ òî÷-
êàõ, à ïîòîìó èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà, ôîðìèðóåìîãî ëèíçîé,
ïðè íàëè÷èè ïåðåä íåé ïëîñêîïàðàëëåëüíîé ïëàñòèíêè áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íå òî÷êó, à íåêîòîðûé îòðåçîê ïðÿìîé.
Îäíàêî ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ìàëûõ óãëîâ sin tgα α αª ª  è

sin tg nβ β αª ª , â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëó÷èì

( ) ( )1 1 ctg tg 1SS hα β β α= - ª - h ( )1
1 n h

-ª - ,

ò.å. ïðîäîëæåíèÿ âñåõ ëó÷åé, âûõîäÿùèõ èç ïëàñòèíêè è ïî-
ïàäàþùèõ íà ëèíçó, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå 1S , íàõîäÿ-
ùåéñÿ ïåðåä ëèíçîé íà ðàññòîÿíèè

( )1

1 1 1d d SS d n h
-= - = - - .

Èçîáðàæåíèå ýòîé òî÷êè, ñîãëàñíî ôîðìóëå òîíêîé ëèíçû,
äîëæíî íàõîäèòüñÿ îò ëèíçû íà ðàññòîÿíèè

1

1

1 1

d
f

d D
=

-

.

Òàêèì îáðàçîì, èçîáðàæåíèå èñòî÷íèêà óäàëèòñÿ îò ãëàâíîé
ïëîñêîñòè ëèíçû íà ðàññòîÿíèå

1x f fΔ = - =

( )

( ) ( )( ) ( )

1
40 “ì

1 1 1

n h

dD n n hD dD

-
=

- - - -
.

10. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ó÷àñòîê âåðõíåé ãðàíèöû
æèäêîñòè, îñâåùàåìûé ñâåòîì, íóæíî ñ÷èòàòü ãîðèçîíòàëü-
íûì, à èçìåíåíèå èíòåí-
ñèâíîñòè ñâåòà îáóñëîâëå-
íî èíòåðôåðåíöèåé ñâåòî-
âûõ ïó÷êîâ, îòðàæåííûõ
îò ãðàíèö æèäêîñòè. Íà
ðèñóíêå 27 ïîêàçàí õîä
äâóõ ëó÷åé ïàäàþùåãî
ïó÷êà. ×àñòü ëó÷à 1, èñ-
ïûòàâ ïðåëîìëåíèå íà
âåðõíåé ãðàíèöå æèäêîñòè
â òî÷êå À ïîä óãëîì β ,
ïàäàåò íà ãðàíèöó æèä-
êîñòü–ñòåêëî â òî÷êå Â è ïîñëå ÷àñòè÷íîãî îòðàæåíèÿ îò
ñòåêëà, èñïûòàâ ïðåëîìëåíèå íà âåðõíåé ãðàíèöå, âûõîäèò èç
æèäêîñòè â òî÷êå Ñ. Ëó÷ 2, ïàäàþùèé íà âåðõíþþ ãðàíèöó
æèäêîñòè â òî÷êå Ñ, èñïûòûâàåò ÷àñòè÷íîå îòðàæåíèå îò ýòîé
ãðàíèöû. Îñíîâûâàÿñü íà çàêîíàõ îòðàæåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ
ñâåòà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûõîäÿùàÿ èç æèäêîñòè ÷àñòü
ïåðâîãî ëó÷à è îòðàæåííàÿ îò âåðõíåé ãðàíèöû ÷àñòü âòîðîãî
ëó÷à áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè
(ïîä óãëîì α  ê âåðòèêàëè) è ìîãóò èíòåðôåðèðîâàòü.
Ïîñêîëüêó íàëèòûé ñëîé æèäêîñòè òîíêèé, ñëåäóåò ñ÷èòàòü,
÷òî ðàçíîñòü ôàç íàëàãàþùèõñÿ ëó÷åé íå çàâèñèò îò âðåìåíè,
ò.å. ýòè ëó÷è êîãåðåíòíûå. Ïîýòîìó â òå ìîìåíòû âðåìåíè,
êîãäà íàáëþäàåòñÿ ìàêñèìóì èíòåíñèâíîñòè îòðàæåííîãî ñâå-
òà, îïòè÷åñêàÿ ðàçíîñòü õîäà íàëàãàþùèõñÿ ëó÷åé äîëæíà
áûòü êðàòíà öåëîìó ÷èñëó äëèí âîëí λ  ïàäàþùåãî íà
ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè ñâåòà. Ïðè âû÷èñëåíèè ðàçíîñòè õîäà
ó÷òåì, ÷òî ïðè îòðàæåíèè ñâåòà îò îïòè÷åñêè áîëåå ïëîòíîé
ñðåäû ïðîèñõîäèò «ïîòåðÿ ïîëîâèíû äëèíû âîëíû». Åñëè æå
îòðàæåíèå ïðîèñõîäèò îò îïòè÷åñêè ìåíåå ïëîòíîé ñðåäû, òî
óêàçàííîå ÿâëåíèå îòñóòñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîêàçà-
òåëü 1n  ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà áîëüøå n, òî ðàçíîñòü õîäà ýòèõ
ëó÷åé ðàâíà

1 AB BC CDδ = + - =

2 22
2 tg sin 2 sin

cos

hn
h h nβ α α

β
- = - ,

òàê êàê sin sinnα β= . Ïðè 1n n<  ðàçíîñòü õîäà ñîñòàâëÿåò

2 2

2
2 sin

2
h n

λδ α= - - .

Ïðè ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè kδ λ= , ãäå k – ïîðÿäîê
èíòåðôåðåíöèîííîãî ìàêñèìóìà. Ïîñêîëüêó çà âðåìÿ τ  òîë-
ùèíà ñëîÿ óìåíüøàåòñÿ íà h vΔ τ= , à ïîðÿäîê èíòåðôåðåí-
öèè óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó, òî

2 2
2 sinv nτ α λ- = .

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü óìåíüøåíèÿ òîëùèíû ñëîÿ
æèäêîñòè âíå çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîêàçàòåëÿ-
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Ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè
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m q B l
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13.  6,3 “ì
3 2

sin sin
2 2

a a
R π β π α= = ª

- - --
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14. ( )2 1 2b a n aª - = . 15. min
3 ìì
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-
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16. 
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1 2 1 ìì
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l l l
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ν ν
Δ

-

= - = ª .
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ìè ïðåëîìëåíèÿ æèäêîñòè è ñòåêëà ðàâíà
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Ïîïðàâêà

Â ìàòåðèàëå «Íîâûé ïðèåì â øêîëû-èíòåðíàòû ïðè

óíèâåðñèòåòàõ» («Êâàíò» ¹6 çà 2004 ãîä) â óñëîâèå çàäà-

÷è 3 ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ïîñòóïàþùèõ â 11 êëàññ âêðàëàñü

îøèáêà. Ñëåäóåò ÷èòàòü: «…Òî÷êà D íà ñòîðîíå ÂÑ òàêî-

âà, ÷òî 
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BD AB= ...»
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